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Znak > znadi ,veéi od*
Znak < znali ,manji od“

Apsolutna vrijednost broja a, tj. |a|, je vrijednost toga bro-
ja bez obzira na njegov predznak. Graficki je apsolutna vrijednost uda-
ljenost ta¢ke od ishodista. Npr. (vidi sl. 1.):

|+3|=0A =3; |—3|=0B=3; |[3—2|=AC=1i |[2—3|=CA=1.

Dakle:
la—b| =|b—al. (1

Lako se da pokazati, da apsolutna vrijednost zbroja nije veca, tj. ona
je manja ili jednaka zbroju apsolutnih vrijednosti pribrojnika, t).

la+b| & |a| +|b]. (2)
Primjeri:
Prema (1): [(£2) + ()=} £5]=35.
Prema (2): [(£2) + (£3)|=|+2] + |£3[=2+3=5
dakle: (2 + (£8)|=|x2| + L8]
Prema (1): [(=2) + (+8)] = |+1]=1
Prema (2): [(—2 + (+®f<|—2| + |+8|=2+8=5

dakle: | (—2 + (+D)<|—2| + [+38]

Vidimo da znak jednakosti vrijedi samo u tom slutaju, kada su svi
pribrojnici istog predznaka, inate je uvijek znak manje (<).
Apsoluina vrijednost umno$ka jednaka je umno$ku apsolut-
nih vrijednosti mnoZitelja: '
la-b} = |a|-]|bl @)

Apsolutna .vrijednost potencije jednaka je potenciji apso-
lutne vrijednosti baze: _
la®| = |al® -(4)

Apsolutna vrijednost kvocijenta jednaka je kvocijentu ap-
solutnih vrijgdnosti dividenda i divizora: .

af_ lal ®)

| Tl

Apsolutna vrijednost korijena jednaka je korijenu iz apso-

lutne vrijednosti radikanda:
n a
V3| =vrar ©)

naravno uz uvjet: ako je radikand a negativan, eksponent n mora biti
neparan, jer korijen s parnim eksponentom iz negativnog broja ne postoji
u realnom podrudju. |
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b) Iracionalni brojevi

To su brojevi, koje ne moZemo prikazati u obliku -"-5-, gdjesum i n
cijeli brojevi. . f

Oni se prikazuju u obliku beskonalnih decimalnih neperiodskih
razlomaka: '

V2 =1,41421...
log2 = 0,30103...
x =3,14159...
e =271828...
M =043429...
PokaZimo na primjeru = =3,14159... S3to znadi zadati iracionalan
broj: .
n = 3,14159... znacdi:
Lijevi slijed - Desni slijed Razmak u kojem leZi broj x
3 <n< 4 t 1
‘ , 1
3,1 <a< 32 . 01 = 10
314 <n< 315 001 = o5
3141 <z < 3142 0,001 = 7
Voo

--------

U ovakvom je slu¢aju iracionalni broj zadan s dva slijeda ili niza
racionalnih brojeva slijedeéih svojstava:

1) lijevi slijed raste, '

2) desni slijed pada,

3) svaki &lan lijevoga slijeda je manji od svakog ¢lana desnog slijeda i

4) razlika izmedu svakog para Clanova iz lijevog i desnog slijeda
moZe se naciniti po volji malena.

ldemo li prema tome u objema sljedovima sve dalje i dalje, steZe se
sve vide razmak u kojem leZi doti¢ni iracionalni broj, pa ga moZemo Ppo
volji ta&éno aproksimirati*) pomocu racionalnih brojeva iz tih sljedova.
Stoga se s iracionalnim brojevima ratuna tako, da se uzimaju njihove pri-
blizne vrijednosti iz lijevog slijeda racionalnih brojeva -(npr. x = 3,14),
fo su aproksimacije iracionalnog broja na manje, ili iz
desnog slijeda (npr. x = 3,15), to su aproksimacije iracionalnog
broja na vile. '

*) Aproksimirati znati uzeti za broj ili opcenito za neku veli¢inu njenu pribliinu vri-
jednost, ,aproksimacija* je dakle pribliZna vrijednost.
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Prema slici 2 je dakle
|z| = |x+iy| =+ V2 + 22 (10)
Takoder: |i|=1, |—i|=1, |9i|=9, | —2+3i|=+V4+9 = + |13
itd. ' .
Drimjer: Neka se priksfu grafitki kompleksni brojevi (vidi sliku 3):
1) 21-4; Z,——i;z,-.‘!l: 24-—41;‘z.-2+4‘,
2) z.-3+21 i —z.—--S—-Zl.
8) zZym—2+31 | Zg=—2—31.

Iz slike 3 slijedi:
1) Realni brojevi leZe na realnoj osi X, (isto imaginarni na ima-
ginarnoj osi Y, a kompleksni izmedu tih osi (vidi 2y, 23,28, 24,28).
9) z i — 2z leze simetri¢no s obzirom na ishodidte O (vidi 2, i =—2g).
3{ Konjugirano kompleksni brojevi z i z leZe simetri¢no s obzirom
na realnu os X (vidi 27 i Zy). . :
9. Kompleksni broj moZemo prikazati i u obliku vektora, tj. ve-
licine kod koje se razlikuje duljina, smjer i smisao. .
(Skalar ima samo numeri¢ku vri-
oy jednost, npr. masa 5 kg, temperatura
T'-” _ Z129C itd)
=X+ U sl. 4 prikazan je kompleksni
broj z==x-iy u obliku vekiora (du-
y Jine sa strelicom), kojemu su du
ljina i smjer dani izrazima:

r=|z|=4VE+®2 (1)
ge ==,

Sl 4. | a smisao je prikazan strelicom.

>

[

1
[}
}
1
X ros X

¢) Trigonometrijski oblik kompleksnog broja —

Prema sl. 4 imademo: ,
X == rcosg

y =rsing.

Ako to uvrstimo.u z=x-iy, dobit ¢éemo kompleksni broj u tri-

gonometrijskom obliku:
z=r(cosp-}ising), (12

pri emu se ¢ i r ralunaju iz formula:

go=2: r=+VFFR i r=Zomge (20
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Apsolutna vrijednost komplek-
snog broja, r =|z|, mijenja se od
0 do-}-oo, a argument ili am p li-
tuda ¢ od—oo do-4oo, pri Ce-
mu se smisao okretanja oko isho-
didta O uzima pozitivnim, ako je
protivan smislu okretanja kazaljke
na satu.

Primjer. Neka se kompleksni broj
zw= 215—3,08/ prikale u trigonometrij-
skom obliku i u obliku vektora.

x= 215
y = — 3,08
Prema(12a): t{go = — g'—lqg.
215 —3,08 | |
F'=Cose™ Sine SL 5
: 3,08 215 308
Prema slici 5: tgq:o.—.-m; qqm-—g., r-m-ﬂﬂﬁ'
Ratunajmo: ‘
y —3,08 | n 048855 I
x +215 | 033244 I
tg e n 0,15611 I—II 811
Po 550 4’ 58" 10,15611 — 10 — 585
singe | 9,91381 — 10 1 26 : 0,45=58"
08 o 9,75770 — 10 v 015-58=87 =90
r 3,756 0,57474 I—1I | —030.58 = —174x—17
, H—_IV :
s 3600 _ g | 30055702 | P74
= 5245;55"’2 " z= 3,756(cos 304°65'02" . sin J04%55'02").
A Primjedba: Kako je redlan broj sa-
tos Y ' mo poseban slutaj kompleksnog broja,

%=1+360°

Z=Z, kojemu je imaginami dio y=_0, moZemo
i realne brojeve prikazati u trigonome-
trijskom obliku, pri &emu ¢e pozitivni
realni brojevi imati =0, a negativni

= 1809, jer prvi leZe na desnoj, a

- drugi na lijevoj strani osi X (vidi sl. 3).

Sl. 6.

rosX ._ Npr. 5 =5 (cos 0 isin0)

" 4= 4 (cos 1800 isin 180°).

2 B. Apsen: Repetilorij vile matematike 1 ‘ ' 17



Iz slike 6 vidi se, da su dva kompleksna broja napisana u trigo-
nometrijskom obliku: , o .
2y=ry(cosp + i sin ¢y)
2y = I3 (cos 9y + i sin @a)
jednaka, tj. 23=2;, kad su im jednake apsolutne vrijednosti, tj.
ra=1ry

‘a argumenti ¢ ili su jednaki (pg=1g,) ili se razlikuju za mno-
gokratnik od 3600, tj. zg=2, ako je '
1) ra=r, | (18)
2) pa=9; -+ 360°.&, gdje je k=0, +1, +£2, 43,......
d) Operacije s kompleksnim brojevima

1) Zbrajanje i oduzimanje kompleksnih brojeva

Vrdimo tako, da kompleksne brojeve uzimamo u obliku Z==x iy
pa s njima postupamo kao s obi¢nim binomima ili vriimo te operacije
graficki prikazavsi pribrojnike u obliku vektora.

Sve ostale operacije nad kompleksnim brojevima vrie se najjedno-.
stavnije tako, da se kompleksni brojevi napifu u trigonometrijskom
obliku. '

1. Zbrajanje kompleksnih brojeva.
| 2y =x341y; } +
23 =X3+lyy

22 23+ 23=(xy 4+ x0) +i (yy + y9)-
Isto vektorski: Vidi sl 7.

§ tosy

= 2. Oduzimanje kompleksnih
] brojeva,
2y == xy iy, } _
= 23 ==x3-iyg

z—2za=(xy—xg)+i(ys—pyy).
Isto vektorski :

Svedimo oduzimanje vekiora na
zbrajanje tako, da mjesto z; — zy uz-
SL 7. ' memo 2y 4 (— 2z3), & mjesto 23— 2,

uzmemo zg--(—2;). (Vidi sl. 8).
Iz slike 8 slijedi, da je vektor zbroja z; -z, predolen po velicini
i smjeru jednom, a vekior razlike z, — z,, odnosno 23—2; drugom dija-
gonalom paralelograma kojemu su stranice zadani pribrojnici 2z; i 24 pri
Cemu je vekior razlike uvijek upravljen prema minuendu (prema 2z, za

23— z3, odnosno prema 2z, za z; — z,).

18
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2) MnoZenje komplek-
snih brojeva.

zg=rq (08 @y +isin @)
25 ==rq (COS Qg -} i sin Pg).

Izvidimo li mnoZenje lije-
vih i desnih strana tih jednadZbi
i uzmemo li kod toga u obzir,
da je i2=—1 (vidi (8)) kao i goni-
ometrijske formule (11) i (10)*),
dobit ¢emo:
2y -2g=ry - Iz [cos (P1+ Pg) +

+isin (91 + 92)] (14)

Npr.

PRI

Sl. 8.

2y =25 (cos 35° i sin 359)
Zo=23 (cos 154 i sin 159)
2, - 23 =15 (cos 500 4 i sin 50°).

Formula (14) vrijedi analogno za kakavgod konatni broj mnoZitelja.

3) Potenciranje kompleksnih brojeva.
Uzmemo li da je u (14) zy=23==2, pa je @y =Qg=@ i n=ra=="r,
dobit ¢emo kvadrat kompleksnog broja :
.22 ==r2 (cos 2¢ + i sin 2¢9).
Na slitan nacin dobije se n-ta potencija kompleksnog broja

z==r(cos ¢+ isin @):
20 =[r (cos ¢ 4-ising)]*=ro(cosnp - isinng). (15).
. Npr.
z =2 (cos 10° 4-i sin 109)
24 =16 (cos 40° - i sin 40°).
Uzmimo poseban sluaj, da je u z=r(cospising) apsolutna
vrijednost r==1, tj. z= cosp--ising.
Prema (15) dobijemo tada:
1. Moivre-ovu formulu

Acosp4isin pyn=cosng-}-isinng. . | (16)
Uvrstimio li ovamo —¢ mjesto ¢ i uzmemo 1i u obzir, da je
cos ( — @) =cos ¢, a sin (—¢) = —sing, dobit femo:
1I. Moivre-ovu formulu ,
(cosp —ising)r =cosnp—isinng. (16a)

*) Vidi Repetitorij elementarne matematike, Ill. Goniometrija i trigonometrija, Tehnicka
knjiga, V izd. Zagreb, 1960. '
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~ 4) Dijeljenje kompleksnih brojeva. |
Da se izratuna kvocijent kompleksnih brojeva z; i z,, tj.
2 _ r1(cos gy 41 singy)
23 73 (COS @y 1 Sin gq)’
pomnoZimo brojnik i nazivnik desne strane s (cos g3 — i sin gq) i uzmemo

u obzir da je P=-1, kao i goniometrijske formule (2), (15) i (14)%),
dobijemo:

=1L {cos (pr— 90) +i sin (91 — ). a7
Npr. o |
2y = 2 (cos 28° 4- i sin 289%)
23=3 (cos\lG"-{.—islfn 16¢)
22 (cos 12904 sin 120

5) Korjenovanje kompleksnih' brojeva.
[ ] . ) .
Treba izratunati [z, gdje je z=r (cos ¢ + isin¢).

Pretpostavimo da je }z==p (cos ¢ +isiny) (a)

Imamo dakle odrediti p i V.

Dignemo li lijevu i desnu stranu jednakosti (a) na n-tu potenciju
po formuli (15), dobit éemo: | '

z =r (cos ¢ -} i sin ¢) = p* {cos (n¥) + i sin (md)].
Odatle slijedi prema (13):

pn _==f', pa je p = V7
i mp—p 43600k te jo w=R2EIOk oqie sy 1 4.
Uvrstenje tih vrijednosti za p i ¥ u (a) daje:
,]7'E=i—r[c_os ?ial;ﬂ'—'f+isin?%w'—k] (18)

k=0,1,2,... (n—1).
Za k uzimamo samo n vrijednosti od 0 do n—1, jer se za sve

| ] .
ostale k vrijednosti |z ponavljaju.

Prema tome [z ima uvijek n razlicitih vrijednosti.
Iz formule (18) vidimo:

n ) . on
1) da sve n vrijednosti |z imaju istu apsolutnu vrijednost Vr,
tj. istu udaljenost od ishodidta;
*) Vidi biljesku na str. 19.
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2) da uzimaju¢i za k postupno vrijednosti 1,2,.:... (n— 1), pove-

¢avamo svaki put za 3600 argument 2., koji odgovara prvoj vrijednosti
n " n -

korijena i o za k=0.
Iz toga slijedi, da n tataka kompleksne ravnine, koje pre-

dofuju n vrijednosti [z leze u vrhovima pravilnog n-tero-

a .
kuta upisanog kruZnici polumjera 7. . a
3
Primjer 1. Neka se izrafuna }/ —1 prikazavhi vrijednosti korijena: O 1 9
1) u trigonometrijskom obliku, ¢ ) !
2) u obi¢nom obliku,
3) graficki.

Prema formuli (18) i s obzirom na primjedbu u ta2ki t) ovog § imamo:
3

3
Z==1 r=|—1|=1 n=3 Vr=yT=1 (samo sitmetitko znatenje),
= 180°, & =0,1,2, a uvriienje u (18) daje: '
3

V=T =1 (mlao-+aao--t+,mmo-+aao'-k)

3
il V—-l-=cos(60°+_120'-t)+uin(80'+l”-k).
k=0 x;-cm60'+lﬁn60'--;—+lg-
k=1 % = C08 180° + [3in 1800 = — ],
0 & L3
k=2 %s = €08 300° + {2in 300° = sin 30° — /o8 30° = 5 —1 %5

| . .
Graficki prikaz izratunatih vrijednosti J'z dobijemo tako, da opisemo

fa
iz ishodidta kao sredijta krunicu polumjera }T (u nafem slutaju 1)
pa uz os X konstruiramo kut, koji je jednak amplitudi prve vrijednosti
korijena (za na$ primjer 60%). Dobijemo x,. Polaze¢i od Xy dijelimo kruz-
nicu u n jednakih dijelova (u nasem
sluaju 3) te tako odredujemo po-

_ 1
loZaj tataka, koje predofuju [z, -u
nadem sludaju x, i x5 (vidi sl. 9.).

Primjer 2. Isto sa ;/T

Zml, re=m|z|=1; nm4;

n 4
Vi“VTi=l; gm0, k=0,123

4 ) b
V 1 =cos 36—9}—?+ lsingf

4
il Vl—cosQO"'k-t-lstO"k,.
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ka0 - X3 = cos00 4 /3in 0P = |,
k=1 x.—cosm'+llinm°-l.
I L ] X3 = co8 180° + /2in 1800 = — 1,
k=3 Xg = 08 270° 4 78in 270° wn —|.

Graficki prikaz korijena vidi sl. 10. (Kvadrat).

Primjer 3. ‘5/:—‘_?
—UrosX Zm—l; Tem|—l|m]l; nm5:
n 5
Vi=Vi=1; gm2m00; k=0,1,234

5 .
7 .
V—i=c 20°+5360° l:+

Si. 10.

5
V—1=cos(54° + 720 k) + Isin(54° + 720 . k); k= 0,1,23,4
Zy = c08 54° + /3in 54% = 0,59 + 70,81, .

Zy = €08 126° -+ /3in 126° = — sin 36® + / cos 36° = —0,59 4 10,81,
Z3 = €08 198° 4 8in 198° = — o3 18% — / sin 18° = — 0,95 — 10,31,
z.acos270'+lsin270°-0+l(—l)==-—l,

Zy = c08 342° - /3in 342° = sin 72° — {08 720 = 0,95 —10,31.

Grafitki prikaz korijena vidi sl. 10. (Peterokut).

el
U I I |
WK - O

3
Izralunaj:  Y'1—1 i prikasi gratitki tri vrijednosti korijena.
[Prema (12) 2z = 1 — 1 = Y T (cos 315° + I3in 3159)].

Primjedba: RjeSavanje binomnih algebarskih jednadzbi,

tj. jednadibi oblika »= +a =0, svodi se na ratunanje | z:

x4+ g =0,
+ ==a as) .
Odatle: x= ;m.

Prema formuli (18):
Z2=—64; r=|z|=64; n=6;
n 6 s .
Vri=V6i=2; ¢=180%
k=1012345

Xy Xe
6 1800 4 360°. &
V=B g (ol
X
+ Isin 180° + 3600 & y
- SL11.
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ili VY —64 = 2 [cos (30° + 60° - k) + #sin (30° 4 60° - k)]. .
k=0 x1==2(cos30°+lsin30")=2[_]/;+l_] Va+i,
k=1 x3 = 2(cos S0° + /5sin 90%) = 2,
1

k=2 X3 = 2(cos 1500 4-/ sin 1509) = 2 (— sin 600 4 { cos 600) == ‘.’(__ﬁ.|.l-f -

=—V3+i
k=3 . X¢ = 2(cos 2100 4/ sin 210% = 2 (— cos 300 — | sin 30‘)-2[—.‘-_;_3_[.;.]-
==Y 31

k=4 x5 = 2(cos 2708 4 { sin 270%) = — 2i,
k=35 Xe = 2(cos 33004 isin 3300) = 2 (sin 60°—l,c0560")—2{rf§_1-;-}-
=V3—1
Graticki prikaz korijena vidi sl. 11.

' .
Navedimo jo8 jedan primjer za raunanje V_z‘

8
Vi—iva=>
t=1—iy3
Prelazimo na trigonometrijski oblik kompiekénog broja 2 = r(cqs? + Isin 9).
Prema (12a):
tg¢ =Y o= V_ sin P
cos
izg § g} je u IV kvadrantu
tgPo = + V'3; 9o =60°
P = 8360° — 60% = 300°
re=+4+y 148 =2
z= 2(cos$00" + sin 300%)
Prema (18)
k
lH—l -V_{cossoo.+360. k+lsln3£9—.—+%—w-—-)

ili

8 8 ‘
Vi—iV 3 =} 2 [cos (87,50 + 450 - k) + I sin (37.5° + 45° k)]

k=0, 1,28 ... 7. 23



8 .
k=0 zy =V 2(cos 87,59 + sin 87,50 ) = 1,09(0,79 + 10,61 ) = 0,86 + /0,66.
8

k=1 z,af(coss25°+isin825°)-l.09(0r13+10.99)—014+ll.08
k=g =V‘(cos127,5°+1sm127,5°)-1.09(—061+1079)-—o.66+m.ss.
k=38 V“(cos1725°+:sm172.50)-109(-099 +10,13) = — 1,08 4+ 10,14.
k=4 f(coszt7.5°+1sin217.5°)-1.09(--079-10.51)--o.ss-—lo.ss
k=5 -z,,-V—(c082625°+lsln2625°)=1.09(—0!3-—10,99)-—014--—-1108
k=6 z,==]8/_(c038075°+lsin3075°)-1.09(061-—10.79)-0.66—10.86
k=7 z.=V_(coss52.5°+isin8525°)-I.09(O. -a-1013)-1.os—1014.

" PrikaZi-gralitki sve . vrijednosti- tzratumatity Korijena pn ée! v;'idjetl da 2, 1 25, 231 2,
Zy 1 2y, 24 1 Zy leZe simetri®no s obzirom na ishodigte koordinatnog sistema.

Izraunaj na isti nadin sve vrijednosti I’ ~-83—1Y38i prlkazi ih gratidki.



- §2
O SLJEDOVIMA I LIMESIMA

1. POJAM SLIJEDA I NJEGOVA LIMESA. KONVERGENTNI I
~ DIVERGENTNI SLJEDOVI

Znamo ve¢ da se svaki iracionalni broj moZe prikazati u obliku
dvaju beskonalnih sljedova racionalnih brojeva. Npr.:

x=(3,3-1,3-14,.... ; .... 3-15, 3.2, 4).

- -
4 L

" Ima naravno i drugih sljedova, npr.:
1,23, ....,n n41, ... slijed prirodnih brojeva,

1 1 1 1 . . . " Co
1, 5 g o AET slijed reciprotnih vrijednosti prirodnih bro-

jeva, itd.
Opcenito ima slijed oblik:

Qy, g, Agy ccovvevnss s Ou; Qa w1y +o0, ‘
-gdje talke znale, da iza svakog Clana dolazi jo$ dalje &lan, dakle bes-
kona¢no mnogo €lanova. Slijed je prema tome beskonaan niz brojeva,
koji nisu medusobno vezani nikakvim ratunskim operacijama, jer je veza
izmedu &lanova slijeda &isto nutarnja, poSto su napisani po nekom za-
konu. Taj zakon je Cesto sadrZan u opéem ili n-fom élanu slijeda, 1j. u
a,, koji predstavlja Citav slijed, pa se operacije nad sljedovima svode na
operacije nad njihovim opéim ¢lanovima.

Prmjeri.
Slljed 1. an =n
Clanove slijeda ra¢unamo u kriZaljci:

Qn =n Slijed glasi dakle:
1,23 ......... 41, ...

* N
CI DD »=—

. . Q g a a, Qp Q.
n n 0 1 2 3 ¢« N Net

- Sl 12

U sl. 12 prikazan je taj slijed na brojnom praveu.



Primjedba: Tri tatke napisane iza &lana slijeda ili brojke znae, da
dolazi beskonaéno mnogo ¢&lanova slijeda ili brojaka, dok veéi broj ta-
Caka kazuje da ih dolazi bilo kako velik, ali konaéan broj.

Slijed 2. =1t
n "n=—:,- Slijed glasi:
]i. l _!.. 1 _l_ 1
1 1 273" 4§00 nax 1’
1 (Vidi sl. 13).
2 2
1
3 | 7
1 A% gaa aq a,
4 vy 0% U%® 1% {
iR
. sl. 13.
1
-] ——
Slijed 3. Gn =
nlan=1—1 Slijed glasi:
. 1 2 3 4 1 1
1 0, ’ . o= rerny J1=——1, 11— ,
% 1 (Vidi sl. 14).
9l1-1_1
T 2
3|1—L1_2
;3 @ % aay @A
4 1_T="4— 0 Yo Us %% t-thi
1 4
o . Sl. 14,
an-1+—’1;-.
Slijed 4
Slijed glasi:
n (h|='=1+l
i 3,458 1+ 4]+ L
—;—'] i 5 2,-7.3.4.5........, K n+1.
1+1-3 (Vidi sl. 15).
2 +?_?
3| 1+5=5 5
al141 .3
177 ' Ad aqa o a,
5 1+%=% 0 I B %% % 2
.
Sl. 15.




Za slijed 1. kaZemo, da teZi u beskonatnost, jer ¢&lanovi toga
slijeda rastu preko svake granice, i piSemo:
lim @y =lim n=oo.
a —» ©O fn ~—p» OO
To je tzv. divergentni slijed, jer &lanovi slijeda ne teZe ko-
natnoj odredenoj granici (limesu).
Za slijed 2. kaZemo, da teZi ili konvergira prema 0, jer apsolutnu
veli¢inu razlike izmedu O i &lanova slijeda moZemo naliniti po volji ma-
lenom, ako idemo u slijedu dovoljno daleko, pa piSemo:

lima @, = lim-}z- = 0.

n —» OO n —» 9O
To je konvergentni slijed, jer teZi odredenom kona¢nom broju.
S istog razloga su sljedovi 3.1 4. takoder konvergentni, jer
teZe broju 1, prvi slijed rastu¢i, a drugi padajuéi, tj.:

1Maﬁﬂmb—%=h
n

n —p OO fn —p OO
nmm=mP+H=L
. - —) 00 n—> 00
Opcenito limes (granicu) slijeda ay,ay,ag,++, Ga»-+ definiramo
ovako:
0 &G Gad A
Sl 16.

Slijed brojeva, kojemu je opéi &lan a,, ima za limes évrsti broj A ill
tei ili konvergira tom broju A, ako apsolutnu velilinu tazlike izmedu A i
Ao, tj. |A—an |, moZemo naédiniti po volji malenom tako, da n uzmemo
dovoljno velik, ti. &im idemo u slijedu dovolino daleko.

Isto simbolicki: lim a. = A, ako je (20)

ne> oo

|A—aa.|<e, &m je n> ny(e).
< ¢ znadi ,po volji malen®,
> ng znati ,dovoljno velik*, -

ng(e) znati, da ny ovisi o unaprijed zadanom po
volji malom pozitivnom broju e.

Ako takvog broja A néma, slijed divergira.

Ustvrdili smo, npr., da slijed 3. g, =1 ——’1!— ima z4 limes A =1.
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Da dokaZemo nadu tvrdnju, pokaZimo, da moZemo |A—aa | =|1 —-{l,—- -}-1-} -

1 - . . 1 1 .
- na;‘.xnntt po volji malenom, npr. manjom od ¢ = 10000 — 0% Stavi-

1 1 "
mo, dakle, |A —aa | —7< 10 P2 dobijemo
n> 10‘, f] Ng = 104
To znali: poevsi od 10001. ¢lana zadanog slijeda razlika
1
|A - aa ' < W‘.
Sada zadajemo jo§ manji €, npr. e =-1%7, i dobijemo ponovivdi

1
isti postupak, da je |A —a.|<jge €im je n > 108, tj. ny = 108, itd.

Dakle: lim [1 —%] =1
n-» Qo

Na isti nadin dokazujemo, da slijed 4. teZi takoder k A =1,
a slijed 2. k A =0, dok slijed 1. divergira. )

2. LIMESI SLJEDOVA

n
an-’r—"'lxl." a.=l—3’;—|-;i dnml/?x_.
Odredivanje limesa slijeda ne da se obino provesti na temelju de-
finicije limesa, kako smo to npr. napravili za slijed 3. Cesto samo opseZna
i sloZena diskusija vodi do cilja. Na taj nalin dokazujemo npr. da je:

0 1
a) lim|x|n=[1 2za|x| :l.
- 0 o 1>1
x| . G :
b) lim — =0, bio x kojigod realan broj. (21)
n-> o nt=1.3.3..... (a—1). 2

¢) lim}x =1, bio x kojigod pozitivni realni broj.

n — 00

3. TEOREM O MONOTONIM SLJEDOVIMA. BROJ ¢

Drugi nadin odredivanja limesa sljedova sastoji se u tome, da se
sljedovi dijele u skupine. Jednu takvu skupinu &ine monofono rastudl i
monotono padajuci sijedovi, tj. sljedovi, ¢&iji ¢lanovi uvijek rastu, odnosno

uvijek padaju. Gore navedeni sljedovi 1. i 3. su monotono rastu¢i sljedovi,
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dok su 2. i 4. monotono padajuéi. Prema tome za slijed gy <<ap <ag<
L <Gn+1 <+ kale se da monotono raste, a za slijed a3 >a3>
ag> -+ > ay > --- da monotono pada.

Clanovi monotono rastu¢ih sljedova mogu rasti preko svake granice
(vidi slijed 1.), a mogu ostati iako uvijek rastu manji od nekog évrstog
broja (npr. u monotono rastuéem slijedu 3. svi su &lanovi manji od 1).
Za monotono rastue sljedove vrijedi teorem:

Slijed, kojemu &lanovi monotono rastu, ali ostaju
manji od nekog ¢évrstog broja M, ima limes, koji nije veéi
od M, tj. koji je manji ili najvi§e jednak tom €&vrstom
broju M. :

Sli¢no glasi teorem o monotono padajué¢im sljedovima.

Kako vidimo, teorem utvrduje samo postojanje limesa slijeda,
dok vrijednost tog limesa odreduje samo priblizno (S M).

Na temelju tog teorema dokazuje se da postoji limes slijeda:

1 | 4

- Najprije se dokazuju obje pretpostavke teorema:
1) da stijed a0 =14+5) (2 =1,2,3,--)
te, tj. da j 'i"[l 2]ﬂ<[1 L+t
monotono raste, tj. da je a,<a@a41, ili +; +m}

n
za sve n i to na taj nacin, da se a, = [l +%] razvije po binomnom po-
utku da gornja nejednakost postaje olita;
2) da su svi ¢lanovi slijeda manji od 3, tj. . <3 za sve n, 3to
‘ n
se postizava podesnim povelavanjem &lanova u razvoju za [1 +l] .

Tada se na temelju teorema zakljuCuje, da slijed ima limes, koji je
manji ili najvide jednak 3.
Taj limes se oznacuje slovom e i raéun koji ¢e se kasnije navestl (vidi

Mac Laurinove redove), daje
' e=271828 ...

Time je dokazano postojanje broja e, koji je dakle limes slijeda

[1—[— ] kad n teZi u beskonalnost, {j.

e = lim [1 +-] = 271828 . (22)

0o



4. TACKA GOMILANJA

Talka gomilanja je ona tacka slijeda u Cijem se okolidu, ma kako
malom, nalazi beskonatno mnogo tataka slijeda. Kako se vidi iz gore
navedenih primjera konvergentnih sljedova, svaka grani¢na ili limes-tatka
slijeda je svakako tatka gomilanja, ali iz toga ne slijedi, da je svaka
talka gomilanja limes-tatka, jer slijed ako ima limes ima samo
jednu talku gomilanja, koja je ujedno taj limes.

Tako je npr. slijed

an—1 (=141

ne konvergira, jer ima dvije tatke gomilanja i nema dakle grani¢ne tacke
(limesa). Uvrstavajuéi naime za n lihe (neparne) brojeve, dobijemo:
1, %, %, —717,---, pa je prva tatka gomilanja 0, a uvritavajuéi

take (parne) brojeve, dobijemo:

1 .1 .1 .1 . o
2—2-, 21, 2?’ 2—8-,---, pa je druga taka gomilanja 2.

3. OPERACIJE S LIMESIMA

Neka su zadana dva konvergenina slijeda a, i b, s limesima A i B
tj. lim an =A i lim b, = B. ' :
N —p n-—pwo .
a) Limes zbroja ili razlike dviju ili vise promjenljivih jednak je zbroju
odnosno razlici limesa tin promjenljivih. '
To znati: lim(@y4b.) =lima, 4-limbd, = A +B. (23)
n —) o0 fl—p nl—p .
b) Limes umnoSka dviju ili- viSe promjenljivih jednak je umnofku
limesa tih promjenljivih.
To znati: lim(a@,-by) =lima,-limb, =A.B. (24)
n—3 o D—) @ fl—p
c) Limes potencije promjenijive jednak je potenciji limesa te pro-
mjenljive. ‘
To znali: lim (@, )= (lima, )™ = A=,
fl—) oo n—p o
d) Limes kvocijenta dviju promjenljivih jednak je kvodijentu limesa
tih promjenljivih. Kod toga se pretpostavlja, da je limes nazivnika razliit
od nule.
lim a,

. a A
To znadi: lim—=22°=___, 26
z " by limb, B (25)
11— o n-— o™

uz pretpostavku da je B+40-
30



Primjedba: Dijeljenje nulom [%] nema smisla, ali lim'% = oo ili

opéenitije 230

lim £ = 4 o, N  (26a)

x —p0 .

ako x preko pozitivnih vrijednosti teZi nuli, a

.~ A . :
lim }—==—oo, ) (26b)

X —p O

ako x preko negativnih vrijednosti teZi nuh.
e) Limes korijena iz promjenljive jednak je korijenu iz limesa te
promienljive.

‘To znaéi: lim /8, = Vlima, =} 4, 27

n—p o

ukoliko korijen postop u realnom podrudju.

Navedimo nekoliko* primjera za odredivanje limesa izraza u kojem je
n prirodan broj.

Primjeri.

1.

lim ‘"+“’ lllm (
Y2
— -

n—»n

"*')--[um(w )]’ P

e

2.

4

f,‘j",‘,‘”muﬂ)‘"”)f"“' [(u+l)(n+2)(n+3)]
g [('*‘)(”‘*)('*-)]" Dol=Ljeretm S0

im A+ 1P—(n—1p _ fim T3+ 1—n4+88—38n+1 _

new (A F1P+(a=1p m+2m+l+nT—2n41
1
. 3+7
= lim _g"_’_'%l::::-lnu -
n-ow : n--eb1+n—-’-

lim - I’OOn’ +1 _
n—o 1000% + 15

TraZimo 1i limes kvocijenta dvaju polinoma u a kad n — oo, dijelimo brojnik-i naziv-
nik s am, gdje je m najveci stepen polinoma. U nadem primjeru dijelimo s n?:

100 1
1-Z+%_1_
w0 =
a t

31



32

5. Rijedimo na isti naéin:

looo”_'_i

. e o T ™, T - -8
- i —_ n n 0001 —
N=rad N=sod om1 —— ;_‘_ o.ml
6. tim YPtWM—T \_ . '/n'+2n—l_“m'/ M+ eam—1_ _
. n+2 nw ! (0 +2) new | A+ 682 4 138 + 8

3
1+ 2~ )

= lim 6" n ‘ﬂ-".l'

R A - - +
v um (LT 2H3+4+. __)_

n-so0 ﬂ+2

U brojniku prvog &lana je aritmeticki niz ps primijenimo li poznatu formulu za sumu

0d n anova So = (a1 + aa ). dobit emo:

‘n '
= lim w—_"‘: = lim (_._ l""“"’"'""2) /L_l_lim " -~
n+2 2] e n+2 '

Ni->00 - .. K
___lnm _l"g u___l ]-——-l g > {WNUI(,MQQV
—z-n-oco 1+ 2 (r m ((Qﬂ"
Uﬂ”‘("‘”) r) ﬂ:ﬁ‘k) M.j
8 mm VasT— y—)-um Wxs ’ %&v"_
-tim D=1 S SN
ne VAt THVE  po vrrTve =t
SIPCTIAS (R §

9, lim

R v 3:.[()-;-1] -_g-ier(_;.)' :

2 n
(?) > 0 kad n ~p oo,

Izradunaj : :
ena—sn=+4 2 21
v EmEe L] emEm [
T - (+2)1+(a+ 1)l
b’::i "_H" [o] d’:’fa(u+2)|—-(n+l)l[']



§ 3.
OPCENIT® 0 FUNKCIJAMA
1. REALNA PROMJENLJIVA VELICINA

Kod sljedova promjenljiva veli¢ina n primala je samo prirodne vri-
jednosti (1,2,3,...). Promjenljiva veli¢ina, koja prima sve realne vri-
jednosti izmedu d'vije zadane vrijednosti ¢ i b, tj. redom sve racionalne
i iracionalne vrijednosti izmedu a i b, zove se realna promjenljiva
i oznatuje se obi¢no posljednjim slovima abecede npr. s x. Za nju se
kaZe, da prolazi interval omeden brojevima a i &.

Simboli¢ka oznaka: limx = A znafi: |A—=x|<e, tj. apsolutnu
veli¢inu razlike izmedu A i x moZemo naliniti po volji malenom.

Simboli¢ka oznaka : limx = -} oo znali, da x uvijek raste i mole
primiti ma kako veliku pozitivnu vrijednost. |

Sli¢no znadenje ima lim x = — oo.

2. POJAM FUNKCIJE

Ovisi li promjenljiva veli&ina y o drugoj promjenljivoj velidini x tako,
da je vrijednosti x dodijeljena po nekom zakonu vrijednost za y, kaZe se,
da je y funkcija od «x.

Simboli¢ki se piSe: y =f(x) ili y =y (x) ili y = g(x) itd.

Veli¢ina, kojoj dajemo vrijednosti po volji, zqve se nezavisna
promjenljiva ili argument i oznaluje se obitno' s x, &, ¢, ... , a
veli¢ina, koja time dobije vrijednosti po nekom zakonu, zove se zavisna
promjenljiva ili funkcija prve i oznaluje se s y, v, s ..

Npr. izrazi v="{f(u),
' v=g(u)
v ="y(u)

predotuju tri razlitite funkcije v od u.
Velitina, koja u toku jednog te istog promatranja 111 ratuna zadrfava
nepromjen]jwo svoju vrijednost, zove se konstanta.

Npr. u jednadZbi pravca y =ax-+b, a i b su konstante.

3 B. Apsen: Repetitorij vite matematike I as



3. NACINI KOJIMA F UNKCIJA MOZE BITI ZADANA
Funkcija moZe biti zadana vrlo razli¢ito, npr.
a) u obliku tablice; |

npr. u logaritamskim tablicama prikazane su vrijednosti logaritamske
funkcije y = log x za izvjestan niz vrijednosti nezavisne promjenljive.

x!y=log x

1] 0,00000

2| 0,30103

3] 0,47712
itd.

b) grafitki;

tji. u obliku grafa ili dija-
grama. Prednost toga na-
Sl. 17. ¢ina je zornost, mana je
ograniCena talnost.

Npr. iz grafa u slici 17, koja predoduje neku funkciju y od x, ¢itamo

za x=1 y=0 x=06 y= 08
x=2 y=14 =7 y= 0
x=3 =18 x=175 y=—0,5
x=35 y=20 x=38 y=—12

¢) rijeCima;
npr. za sve racionalne vrijednosti argumenta funkcija je jednaka 1,
a za sve iracionalne vrijednosti jednaka je 2. '
d) analitickim jzrazom;
1

- npr. : y#2x—l,_ .
y=+|T=%,
k
P—?' .

(Boyle-Mariotteov zakon za flak p i volumen v idealna plina).

4 INTERVAL DEFINICIJE FUNKCIJE

- Kod svih nadina prikazivanja funkcije argument x moZemo Kkadsto
mijenjati neograniteno, a kadsto samo u odredenim granicama.

Primjer 1. y=—;-x——1,



x moZemo mijenjati od — oo do - oo, jerv'svaku;'vrijednost argumenta x
moZemo raspoloviti pa oduzeti 1, a to se vidi iz ‘grafa funkcije (sl. 18).

[
Y. by

=
i
o
=3 Iy
Y
x

\Q
A

~

Sl. 18. Sl 19.

U tom sludaju kaZemo, da je funkcija definirana za sve realne vri-
jednosti x od —co do, oo, {j. za —oo<x <+ oo ili za |x| < oco.

Primjer 2. oy =4)1—x2

U ovom sludaju vrijednosti za x moZemo uzimati samo iz intervala
od — 1 do 41 ukljuéivsi granice, jer bismo za svaku vrijednost veéu od
+ 1 i manju od —1 dobili za y-imaginarnu vrijednost (vidi sl. 19).

U tom slu¢aju kaZzemo, da je funkcija definirana u intervalu od —1
do 41 ukljucivSi granice ili krace, u zatvorenom intervalu od —1
do 41t za —1Zx<+1iliza x|

Ako su granice intervala iskljulene, kaZe se, da je funkcija definirana
u otvorenom intervalu, npr. od a do b, tj, za a <<x <<, a isklju-
¢imo li samo jednu granicu, npr. g, funkcija je definirana u poluzatvo-
renom ili poluotvorenom intervalu, tj. za a<<x<b.

Op€enito:

Interval definicije funkcije je zatvoren ako je a<<x<b; otvo-
ren ako je a<<x<bh; poluotvoren azko je a<x<<b ili a<lx<b.

Geometrijski predoten je zatvoren interval dufinom @b na osi X,
otvoren interval — istim dijelom osi X, kome tamo ne pripadaju tatke a
ib.

Oznaka:
Zatvoren interval: [a, 8], Poluzatvoren interval: [a, b), |
Otvoren interval:  (a, b), : odnosno: (a, &),



5. JEDNOZNACNE 1 VISEZNACNE,
EKSPLICITNE I IMPLICITNE FUNKCIJE

a) Funkcija je jednoznaéna kad jednoj vrijednosti argumenta x
odgovara samo jedna vrijednost funkcije y; funkcija je videznac¢na
kad jednoj vrijednosti argumenta x odgovara viSe vrijednosti funkcije y.

Graficki se jednoznaénost, odnosno viSeznaénost funkcije iskazuje u
tome, da pravac usporedan s osi Y sijece graf tj. sliku jednozna¢ne funkcije
u jednoj tatki, dvozna¢ne u dvije tacke itd. -

Npr. funkcija y=%x—l (vidi sl. 18) jednoznatna je dok je

funkcija y = 4 /1 — 2 (vidi sl. 19) dvoznaéna.
b) Funkcija moZe .biti zadana eksplicitno ili implicitno.

Funkcija je zadana eksplicitno, ako je analiti¢ki izraz, kojim je
funkcija zadana, rije$en po funkciji.

Npr. y=%~x-—-1, y=+}J1—22,
Opcenito ima eksplicitno zadana funkcija oblg
y=f(x) ili y=y(x) itd.

Funkcija je zadana implicitno, ako je ana:litiéki izraz, kojim je
funkcija zadana, prenesen na lijevu stranu tako, da je na desnoj strani 0.

Npr. x—2—2=0: 2ty 1=0
Opcenito ima implicitno zadana funkcija oblik:
F(z,y) =0.

Funkcija y = y(x) uvrdtena u Fx, ¥) =0 zadovoljava tu jednadzbu
identi¢ki, tj. za svaki x:

Flxy(x)]=0. .
Npr. 3x —y+4+5=0, odatle y =3x+5.
Uvrstenje daje:
3x —(3x+45)+5=38x—3x—545=0.

Znak , =" znati: ,identi¢ki jednak®,

Rijesimo li po funkciji izraz, kojim je zadana implicitna funkcija,
dobit ¢emo istu funkciju u eksplicitnom obliku.

Npr.iz x—2—2=0 sljedi y=1x—1, a1

Mty2—1=0 slijedi y=+}T—=,



Primijetimo da nije uvijek moguée implicitno zadanu funkciju pri-
kazati u eksplicitnom obliku.

U simbolickim izrazima za funkciju kao y = f(x), y = y(x) itd. slovo

~ f odnosno drugi y znali onaj kompleks operacija koji freba izvrditi nad
x da se dobije y.

Npr. u y =22 = f(x) f znadi kvadriranje,
uy= izf(x) f znali reciprotna vrijednost itd
Oznaka y ili y (x) znati dakle vrijednost funkcije y za neku vrijed-

nost argumenta x, npr. y=—!-x——l ili y(x)==lx—l znati da je npr.
. 2 2

za x=0, y=—1; za x=%- y=-—§’—itd., dok y (%), y(=), ¥(x) itd.
znaCi vrijednost funkcije y za neku odredenu vrijednost x;, x,, Xg, -

argumenta x, npr. y(x,) = -;-xi —1 ili y(2)= % 2—1=0.

6. JEDNADZBA FUNKCIJE U POLARNIM KOORDINATAMA

Analiti¢ki izrazi, kojima se zadaju funkcije, mogu biti dani ne samo
u pravokutnim, ve¢ i u polarnim koordinatama, jer su ti izrazi za

neke funkcije mnogo jednostavniji u polamim nego u pravokutnim ko-
ordinatama.

- P
Npr. "= 1T"%cosp
je opéa jednadzba presjeka stoSca u polarnim koordinatama.
Opéenito ima analiti¢ki izraz funkcije u polarnim koordinatama oblik:

r=r(¢), .
tj. radijvektor r je zadan kao funkcija polamnog kuta ¢. (Vidi.Rep. elem.
matematike, IV, § 1,2 i § 12,4).

7. GRAFICKO PREDOCIVANJE FUNKCIJA

Prou¢avanje funkcija znatno se olak3ava njihovim grafickim predodi-
vanjem. Jedan pogled na graf kaZe ve¢ o opéem toku funkcije.

Graf je slika zakona kojim je zadana funkcija, a analititki izraz fun-
kcije, ako postoji, zove se jednadiba grafa. Osnovna misao je dakle ista .
kao u analititkoj geometriji. Razlika je samo u tome, da se u analitickoj
geometriji uzimaju iste jedinice na osi X i Y da se ne izobli¢e krivulje
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koje se proucavaju. U viSoj matematici ne moZe se obi¢no izi¢i na kraj
s istim mjerilom na obim koordinatnim osima, ve¢ se moraju uzimati ra-
zli¢ite jedinice na osi X i na osi Y. Time se naravno grafovi funkcija izo-
bli¢e, ali odnos mjernih brojeva ostaje isti.

PokaZimo na primjerima utjecaj izbora jedinica na grafove funkcija.

Primjer 1.
y==x
Iste jedinice Razli¢ite jedinice

AY Ay

Sl. 20.
Primjer 2.

x= 41T —at |

Iste jedinice ' Razliéite jedinice

by

r baf
{
N

]

Y
Y

Sl 21.

Grafovi nacﬁani s istim jedinicama. ili s razli¢itim jedinicama pre-
dotuju istu funkcijsku vezu, premda imaju geometrijski razli¢it oblik.
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§ 40
POJEDINE ELEMENTARNE FUNKCLE

1. CIJELE RACIONALNE FUNKCIJE ILI POLINOMI
a) Definicija

Te funkcije su sastavljene iz konstanata i argumentia x konaénim
brojem zbra;an]a oduzimanja i mnoZenja. Dijeljenje s x nije dopusteno, tj.
x ne smije biti u nazivniku, stoga se funkcija zove ,ci ijela”

Funkcija se zove jo§ ,racionalna”, jer x ne smije biti pod kori-
jenom.

Stepen cijele racionalne funkcije ili polinoma je stepen onog &lana
funkcije, koji sadrZi x u najviSoj potenciji. Prema tome je npr.

= -5-3:5 — ) 3x8 —2x4-8
polinom 5. stepena, pa ga s‘imboliéki biljezimo s Pg(x):
Ps(x) = %ﬂ — V3% —2x 48
Op¢enito ima polinom n-fog stepena oblik:

Po(x) =@ux" 4 @ny ' 4...... + a3t +agx®4-ay x4-ay (28)
Koeficijenti a,, ap—,, . . . . . , Qg, G, @y, dp zadane su realne konstante, a
x je nezavisna promjenljiva, koja se mijenja od — oo do + oco.

b) Pojedini sluéajevi polinoma

Promotrimo pojedine sluéajeve polinoma mijenjajuéi njegov stepen n
1) =0, tj. najvisi ¢lan polinoma sadr?i » u

nultom stepenu, a kako je x® =1 dobijemo ’y
prema (28): y=a
Po (x) = ay, (29) a
Polinom nultog stepena je dakle kon- : —
stanta. Njegov graf je pravac usporedan s osi 0 X
X i udaljen od nje za gy, (vidi sl. 22). SL. 22.



2) a=1, {j. najvi§i &lan po-
linoma sadrzi x u prvom stepenu.
Prema (28): Py(x) = a;x+-ao. (30)

To je polinom prvog ste-
pera ili linearna funkcija.

Znamo da je graf Py(x) pravac,
kojemu je gradijent ili koefici-
jent smjera tga =a,, a odsjetak
na osi Y je g, Znamo takoder
konstruirati taj pravac (vidi sl. 23).

« Gradijent; tgax = 911 = q,

s . ‘Odsjetak na osi Y:a,

U posebnom sludaju, kad je gy =0, linearna funkcija prima oblik

y=uax. (30a)

Grafi¢ki to je pravac kroz ishodiste (vidi sl. 23). (Potanko o pravcu
vidi Repet. elem. matematike).

Linearna funkcija je prakticki jedna od najvaZnijih funkcija i to iz
slijede¢ih razloga: :

Dademo li apscisi x neke tatke 7 linearne funkcije Y =ax-a,
neki prirast po volji Ax, tj. predemo li od tatke T na tadku Ty, kojoj
je apscisa x 4Ax (vidi sl. 24), tada ¢e ordinata funkcije prirasti za Ay,
pri ¢emu je |

Ay =y (x4 Ax) — y (x) = gy (x + Ax) + gy — (% + a),
a odatle je Ay =g, Ax
ii (31)

%‘—;—a, konstanta = tg a = gradijent pravca.

* Y ‘ . y:a,x +Qy
Tf. .
r ! Ly =y(x+4 X)-y(x)
| ax 1 yixsax)=Qlx+Ax)+Q,
Hx)eQxeGy i
' ! ax ﬂ
X & 0 ;( X+ax - X

- Sl 24,
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To znali: prirast linearne funkcije Ay upravno je razmjeran s pri--
rastom argumenta Ax, pri ¢emu je gradijent @y faktor razmjernosti
ili proporcionaliteta. Stoga se linearna funkcija zove takoder
funkcija upravne razmjernosti, napose je razmjernost dviju ve-
licina izraZena s y = g, x.

Mijenja li se, prema tome neka funkcija u nekom intervalu tako, da
je prirast funkcije razmjeran s prirastom argumenta ili da je omjer pri-
rasta funkcije i prirasta argumenta stalan, kaZe se da se funkcija u tom
intervalu mijenja linearno, tj. grafitki po pravcu, kojemu je gradijent
jednak vrijednosti toga omjera. ,

Kao primjer navedimo logaritamsku funkciju y =logx. 1z logari-
tamskih tablica vadimo npr.:

log 7398 = 3,86911
log 7399 = 3,86917
log 7400 = 3,86923
log 7404 = 3,86947
log 7405 = 3,86953.

Vidimo, da se u intervalu od x=7398 do x=7405 logaritamska
funkcija mijenja linerarno, tj. po pravcu, )er prirastu argumenta x =1
odgovara uvijek isti prirast funkcije y = 0,00006. U granicama ta¢nosti, koju
daju Jogaritamske tablice od 5 decimala, moemo, dakle, u dotiénom inter-
valu logaritamsku funkciju predoliti pravcem gradijenta

__ Ay 0,00006
Ax 1

Iz toga slijedi, da u svim tim sluajevima, kada su tabli¢ne razlike
stalne (u naem je primjeru stalna tablitna razlika 0,00006), moZemo pro-
vesti linearnu interpolaciju, tj. onu obiénu interpolaciju, koju npr.
“vrSimo pri upotrebi logaritamskih tablica.

Tako npr. za log 7398,7 linearna interpolacija daje
0, 1 -0,7 = 0,000042 = 0,00004,
pa je log 7398,7 = 3,86911 4 0,00004 = 3,86915. (Potanko o interpolaciji
vidi § 22). ,

= 0,00006.

Nultatka funkcije

Opéenito pod nultadkama funkcije razumijevaju se
one vrijednosti argumenta, za koje je funkcija jednaka
nuli.

Uzmemo li, dakle, da je linearna funkcija y = ;x4 ay jednaka nuli,
tj. stavimo li y =0, dobijemo a,x+ay =0, a odatle je
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Xg = — :—" = nultalka linearne funkcije.
1

Iz slike 24 vidimo, da u nultaki graf funkcije sijete os X.
3) n=2. Prema (28):
Y =Py(x) =a3x%+ a1 x + a,. (32)
To je polinom drugog stepena ili kvadratna funkcija.
Posebni sludajevi.
1. Neka je a3 =1, g, = 0, ay =0,
Kvadratna funkcija tada glasi: y = 2.

by Izraunajmo nekoliko vrijednosti
funkcije: .
x|y =a3
| 0 0
I 1 1
| 7| T
1 1
I _— -
| | T3
; — +1 | 41
0 iz X +2| +4
[
[}

Iz slike 25 vidimo, da je graf
funkcije parabola, kojoj je os sime-
trije os Y, a vrh joj lezi u ishodistu
koordinatnog sustava O (0,0). Iz gor-
nje tablice slijedi, da funkcija y = 22
prima za +x i za —x iste vrije-
. dnosti, {j.

V(=% =(—xP=x=y(+x),
a iz slike 25 vidimo, da je graf te funkcije simetritan obzirom na os Y,

Uopc¢e, funkcija, koja s promjenom predznaka argu-
menta ne mijenja niti svoj predznak, niti svoju apsolutnu

vrijednost, zove se taka (parna) funkcija. Graf take funk-
cije simetri¢an je s obzirom na os V.

Prema tome je

=K

=G

Sl 25

y(—=x) =y(x) (33)
karakteristika take funkcije.

Nultatke: y=0; 22=0 ili x.x =0, odatle

* =0 } dvostruka nulta¢ka.
x=0
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Funkcija y =22 ima u ishodiftu dvostruku nultatku. Iz slike 25
vidimo, da u dvostrukoj nultalki graf funkcije dira os. X.

2. Uvrstimo li u (32):
a=—1; a=0; a=0,
dobijemo = —x2,

Graf te kvadratne funkcije opet je parabola slitna prvoj, ali je
otvorena prema dolje (vidi sl. 25), jer je —x2 negativan za sve =x.
Kako u izrazu za kvadratnu funkciju y =a3%24-@;x4ay prvi élan agad
uvijek nadmaduje za veliki |x| ostala dva &lana, moZe se kazati opde-

nito: ako je u kvadratnoj funkciji €¢lans x® negativan, pa-
rabola je otvorena.prema dolje.

3. Za az=F1, a; =0 jednadiba (32) glasi:
y =dagx2

Graf je opet parabola, koja se dobiva iz predasnje tako, da se
svaka ordinata parabole y = x2 pomnoZi s a,. Slika 26 prikazuje parabole
¥y =0asx% za ay =2, az=%iza as = 1.

Iz slike vidimo, da za @;>>1 parabola postaje uZa, a za a3 <1
postaje $ira, dok je vrh u O(0,0).

4. Za gy =0 jednadZba (32) glasi:

y = a3 +-ay.

?Y \Y

SL. 26. ‘ St 27.

Svaka ordinata parabole y =gyx® povefana je za a,; grafitki to
znali, da je parabola y = gzx2 pomaknuta uzduZ osi Y za gy i to za
ay >0 prema gore, a za gy <0 prema dolje.

Parabola ima vrh u tacki A(0, agy), (vidi sl 27).



5. Uzmimo sada kvadratnu
funkciju u obliku

¥y = a3(x— 02 4-a,,

koji se dobije iz predasnjeg tako,
da se od x oduzme veli¢ina b. Gra-
fi¢ki to znadi, da je parabola pri-
kazana na sl. 27 pomaknuta za &
na desno, dok bi za (x+ &) po-
mak bio na lijevo, a vrh joj je
u tatki B s koordinatama x = b,
y = ap (vidi sl. 28).

Prema tome graf kvadratne funkcije oblika

y=a(x—by+ay
jest parabola, kojoj je os simetrije usporedna s osi Y, a vrh
joj je u tacki s koordinatama x, = b; y, = g,.

6. Sada moZemo prije¢i na opéu kvadratnu funkciju

y =y 4 a, x40y
Izlu¢imo koeficijent od x2:

- e %, %
.V—az [x"z'*"a,zx'"_a2 1]
nadopunimo prva 2 ¢&lana i to x2+2—1x na potpuni kvadrat. To nado-
2

punjavanje vr$i se prema formuli:

p ) B '
wiptg=(s+ 8]~ (2] a0 34
Dobijemo: af ap ] '
_ 411_aq & eqe
y —az[{x-l— 202) W +az] ili
2 2 -
— G| _aq -—40300
Y az[x+2a2] 4,

(Vidi malo dalje primjere).

Iz usporedbe toga oblika s predadnjim y =g, (x—86)3 gy slijedi,
da je graf opée kvadratne funkcije y=ax®+ayx+a, para-
bola, kojoj je os simetrije okomita na osi X i kojoj su ko-
ordinate vrha: R ‘

=4 o &?—4a4q
v 203’ Y k 403 ’

A
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Nultatke. Stavimo y =0, odnosno y =azx®+ a;x + ay =0 i rije-
Simo tu kvadratnu jednadZbu. Dobijemo obje nultatke kvadratne funkcije:

—a, 4 Yo, —4aza,
2q, ’

X153 =
(Vidi Rep. element. matematike, I, § 11, 3.).

Prema tome, da li je diskriminanta D = g,2 4azao%- 0, kvadratna

funkcija ima ili dvije razli¢ite realne nultatke ili jednu dvostruku realnu
nultaCku ili nema realnih nultacaka (vidi sl. 29).

g ,
by 3
ey { D<0
i
I .
o V‘I | | /”/
3 x!:xl ‘i*\\ ’x

/ X; |0 \xz ! D=0\;_‘

sl 29

—

Primjeri.

Neka se nari¥u grafovi kvadratnih fudkcijn y=3x—2x—1iym=1] —x—2
prethodno izralunav$i koordinate vrhova i nultadke.

y=3x3—2x—1

s s g}

Prema (34):

r=slle= - -3]
r-s[6—2)—4-1]

y=3.(x—%' 3




ey

1 4
Vrh (?’_.3—)
y=0 3x2—2x—1=0.
e 2 VIF T2
113'———6——-—

Pokus:
1
X3 4 xg - —3— 1
wWeETTT =T Ty
Stavimo x =0
x(0) = —1. Vidi sl. 30a.

y=1—x—72x2

y=—2(x’+%x—..;_)

i ys-Zx’-mI
I
|

-I/ % 0\
|

Si. 30b.

4) n=3.

Prema (28) imamo:

4 16 2
(g
r—a(ee 1Y 8

(33
y=0, l=x—2x3 =

xl,. == l:tﬁ.__ Il-’-s

Pokus:’
xy =21 + x5 1 .
7 =—7
Stavimo x =0
y(0) = 1. Vidi sl. 30b.

P3(x) = agx® + agx2 + ayx + @y — opca kubna funkcija.

Graf te funkcije mijenja na izvjestan nacin svoj oblik prema vrijed-
nosti koeficijenata, a zove se kubna parabola u Sirem smislu.
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Promotrimo samo poseban slu-

¢aj kubne funkcije, tj. kubnu parabolu
u uZem smislu, koja se obi¢no misli,
kad se govori o kubnoj paraboli:
y =18
x y
0 0
i1, o016 "X
:t 4 ia‘— ’
1 1
:i:-z- i—s—_0,125
4+ 1]+ 1.
3 27 .
+g |EF=34 Sl. 31.

Iz tablice i iz grafa funkcije (sl. 31) vidimo, da s promjenom pred-
znaka argumenta x funkcija mijenja samo svoj predznak, {j.

Y(—x)=(—2p=—x=—y(x)

Opéenito je y(—=x)=—y(x) (35)
karakteristika lihe (neparne) funkcije.

Lihom funkcijom zovemo dakle funkciju, koja s promjenom x
na — x ne mijenja svoje apsolutne vrijednosti, ali mijenja predznak. -

Graf lihe funkcije simetriCan je na ishodidte koordinantnog sustava
(vidi sl. 31).

Nultatke: y=0 ili »#=0 ili x.x.x=0, a odatle

Xy = 0 ) -.
% =0 | x=0je dakle trostruka nultatka funkcije.
Xg = 0. -

Kako se vidi iz slike 31 u trostrukoj nultacki graf funkcije dira i
sijee os X. To je tatka infleksije (obratiste, prevojna tatka), a
tangenta u tacki infleksije zove se infleksiona tangenta. U tatki infleksije
prelazi konveksni dio funkcije u konkavni ili obratno, a infleksiona
tangenta dira i sijeCe graf funkcije. Za na$§ je slutaj os X infleksiona
tangenta u ishodistu, gdje konveksni dio: kubne parabole prelazi u kon-
kavni dio (gledaj odozgo prema dolje u smjeru strjelical).

Gledaju¢i na graf funkcije (sl. 31), moZemo lako dati njen opis:
y =28 je jednozna¢na liha funkcija definirana za sve x. Funkcija raste
od —oo do + oo, kad x raste od —oo do +occ. Za ¥ =0 ima funkcija
trostruku nultacku, odnosno talku infleksije s osi X kao infleksionom
tangentom.
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5) n=4. | y
Prema (28) imamo: T
Py(x) =ayx*+-a3x8 a3 -0y x +aqp.
Graf je parabola 4. stepena u

Sirem smislu.
Poseban sludaj: y = x4.

x y

0 0 ,

LN TR S -15-1 |0 15 X
+ 7 | + 355 = 0,004 {
ié— +% _ 0,0625 | s1. 32
+ 1|41

3|, 81
t5 |+E=51L

Kako je y (—x) = (—=x)* = x* =y (x), funkcija je tika.
Nultatke: y =xt =0 ili x-x-x.x =0, a odatle je

X = 0

;‘2 -:_g x =0 je Cetverostruka nultalka funkcije.
g =

Xy = 0

U Cetverostrukoj nultacki graf funkcije Siroko dira os X (vidi sl. 32).
Prema toj slici dajemo opis funkcije: y = x4 je jednoznaéna taka funkcija
definirana za sve x. Funkcija pada od +oco do 0, kad x raste od — oo
do 0, a dalje raste od 0 do + oo, kad x raste od 0 do + 0. x =0 je
Cetverostruka nultatka funkcije. . '

c) Polinom n-tog stepena
Sada moZemo prei na polinom n-tog stepena:

Pa(x) = @ox" + @ugx™ >+ -+ + agx® + 4% + a.
1) Rastavijanje polinoma na mnoZitelje (faktore)

Vidi se na temelju osnovnog teorema algebre (Gauss): Svaki polinom
ima bar jednu nultatku realnu ili kompleksnu.

Kvadratnu funkciju y = ax2 + a;x + @y, odnosno kvadratnu jednadZbu
ap® + ayx + @y = 0 znamo rastaviti u mnotitelje (vidi Rep, element. mate-
matike, I, § 11, 3):
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