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PREDGOVOR

Novi zahtjevi nauke i tehnike traZe od inZenjera i tehnifara znatno vi$e znanja
iz pojedinih poglavlja viSe matematike, nego §to se do sada redovito predavalo
na tehnickim fakultetima i drugim tehni¢kim 3kolama. Iduéi u susret tim zahtjevima
znatno je povecan u posljednje vrijeme program matematike u na$im viSim $kolama
uvodenjem posebnih poglavlja iz matematike potrebnih inZenjerima naSeg doba.

Medu ostalim matemati¢kim disciplinama osobito znalenje dobili su teorija
funkcija kompleksne promjenljive, elementi linearne algebre i parcijalne diferen-
cijalne jednadzbe. U naloj matematxcko; literaturi ta su poglavlja matematicke
nauke opdirno obradena, ali na¢in izlaganja nije takav da bi 3iroki slojevi inZenjera
i tehnitara mogli to.lako asimilirati. Potrebu profirenja matematickog znanja i
olak$anja usvajanja tog gradiva kod $irih slojeva tehnitkog osoblja opazili su i
mnogi ruski matematicari te se pojavio niz izvrsnih publikacija na primjer Zever-
zeeva, Kaljnickoga, Sapogova, Zeljdovic':a i drugih, kojim je cilj da se popune

praznine u matematickom znanju.

' Iduéi u susret Zeljama mnogobrojnih ¢&italaca mojih matemauékxh radova i
ostajuéi pri tome dosljedan osnovnom cilju svoga rada, da olak$am studij mate-
matike na$oj mladoj generaciji, ‘a u prvom redu onim studentima, inZenjerima i
tehni¢arima koji radeéi daleko od kulturnih centara hoce samostalno pro8iriti svo;e
matemati¢ko znan)e, obradio sam u ovoj knjizi na temelju radova ruskih matemati-
¢ara, a djelomiéno i americkih, dva poglavl)a vi$e matematike i to teoriju funkcija
kompleksne promjenljive i poglavlje iz elemenata linearne algebre — Matrice i
matri¢ni racun.

Moj zadatak 1e bio da ta poglavlja obradim na §to jednostavniji nacin, uvijek
s obzirom na primjenu matematlékog gradiva u tehni¢koj praksi, dok sam for-
malne dokaze, promatranje izuzetaka i kompliciraju¢ih faktora po mogucnosti
izostavio, kao i dokaze kod mnogih teorema, ali sam uloZio mnogo truda da opsirno
obrazloZim smisao tih teorema, a njihovu primjenu sam pokazao na mnogobrojnim
primjerima izradenim u svim pojedinostima; takoder sam naveo mnogo primjera
za vjeZbu.

Nadam se da ée moi novi trud dobro doéi i onim ¢&itaocima mojih knjiga, kojim
je matematika hobi i odmor nakon monotoniie radnog dana. Prijelaz od realnog
blO]d na kompleksm otvorit ¢e pred njima novi svijet kompleksmh bro;eva, za
koje je jo$ Leibniz (1646-1716) rekao: »Kompleksni broj je profinjeno i frapantno
sredstvo bofanskog duha, gotovo amfibija izmedu biti © nebiti.«

B. Apsen
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§ 1. O KOMPLEKSNIM BROJEVIMA

1. Pojam kompleksnog broja

Poznato je kako se razvijao broj s uvodenjem novih matematickih operacija®).
Polazedi od skupa prirodnih brojeva, tj. cijelih“pozitivnih brojeva, prelazi se na cijele
negativne brojeve i na nulu, da se omoguci oduzimanje. Operacija dijeljenja stvara
potrebu razlomljenih brojeva, pa nastaje skup racionalnih brojeva, tj. cijelih i
razlomljenih brojeva pozitivnih i negativnih. Tom se skupu pridruzuje skup ira-
cionalnih brojeva, koji ispunjavaju praznine izmedu tofaka brojnog praveca. Te
brojeve moZemo uvijek prikazati u obliku beskona¢nih neperiodskih decimalnih
razlomaka. Oni od tih brojeva, koji mogu biti realnim korijenima algebarskih jedna-
d¥bi s cjelobrojnim koeficijentima zovu se algebarski iracionalni brojevi, dok su
ostali iracionalni brojevi — transcendentni, kao npr. brojevi =,e, dekadski loga-
ritmi cijelih brojeva (osim oblika 10"), veéina vrijednosti trigonometrijskih funkcija
itd.

Skupovi racionalnih i iracionalnih brojeva &ini zajedno skup realnih brojeva.
Medutim i u tom skupu realnih brojeva nisu uvijek mogudée operacije vadenja
korijena — ne moZemo, na primjer, vaditi korijene parnog stupnja iz negativnih
brojeva. Da se¢ omoguéi i ta operacija, uvode se kompleksni brojevi pomocu tako
zvane imaginarne jedinice i koja se odreduje uvjetom 2 = —1, pa je ¢ korijen
kvadratne jednadzbe x? = —1.

Na taj nadin, ukoliko se uzmu u obzir sva rjefenja realna i kompleksna, svaka
kvadratna jednadZba ima uvijek dva korijena, kubna jednadzba ima ih tri, jednadZba
n-tog stupnja — n korijena, ako se Kkorijeni broje prema, svojoj vi$estrukosti.
Treba podvuéi da daljnje profirenje brojnog sustava nije potrebno, pa je uvodenije
kompleksnih brojeva posliednje prodirenje tog sustava. Stvarno, ako imamo na
raspolaganju kompleksne brojeve, moZemo vaditi korijene bilo kojeg stupnja ne
samo iz negativnih brojeva, ved i iz bilo kojih brojeva. Kao rezultat dobivat ¢emo
opet kompleksne brojeve.

Osim vadenja korijena u matematici postoje i druge operacije koje ne mozemo
vriti, ako se ograni¢imo samo na realne brojeve. Tako, na primjer, ne bi postajali
ni logaritmi negativnih brojeva, jer nema realnog eksponenta koji bi s pozitivnom
bazom dao negativan broj. Isto tako nepoznanica ¢ iz jednadibe cos¢ == 2 ne
moZe imati realnu vrijednost, jer znamo da funkcije sinusa i kosinusa primaju
vrijednosti iz zatvorenog intervala od —1 do +1. Nastaje pitanje, da li je potrebno
uvodenje jedne nove imaginarne jedinice razlitite od 1, koja je uvedena da se omo-

*) Vidi npr. ,,Repetitorij vile matematike’’, I dio od istog autora.
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guci vadenje korijena parnog stupnja iz negativnih brojeva? Odgovor je negativan:
uvodenje kompleksnih brojeva stvara moguénost odredivanja logaritama negativnih
i komplcksnih brojeva, rje§avanja jednadzbe oblika sincp ki cosg = =k, gdje )e
k bilo koji broj. Ukratko, uvodenje jedne jedine imaginarne ]edxmce $ da;e moguc-
nost da vrdimo bilo koje operacn)e nad bilo kojim realnim i kompleksnim bro-
jevima, a kao rezultat dobivat ¢emo opet kompleksne brojeve, pa otpada potreba
uvodenja novih brojeva.

a.

12

2. Oblici kompleksnih brojeva i njihovo grafitko predolivanje

Algebarski oblik kompleksnog broja
Algebarski oblik: 2 =x 4 iy, gdje su x i y realni brojev.

KaZe se: x je realni dio kompleksnog broja £, tj. x = R(z).
y je imaginarni dio kompleksnog broja £. tj. y = I (2)

i = + }J/—1 je imaginarna jedinica odredena uvjetom i2 = —1, pa je
0= 1, 7 =it 3= 1(—i) = —i,
$l==1g, 9 =444t =1-1=1,

it= —1, i° =%0i=1-1=/i,
P=id=—11= —i, $19=43. 42 =1- (=1 = —1,
=)= (~1?=1, iNl=48 .3 =1.(=i)=—1,
3=1* i =14=1, 12=(j*)3 =13 =1,
18=442=1-(—1) = —1, itd

Opcenito: #* = §4"*™ — 4™ tj. {* ima period 4, pa je npr.:
=47 .3 =1.(—1) = —i.

Za x =0 z =iy —» &isto imaginarni broj, za y = 0 z = x - realni broj,
pa realne brojeve moZemo smatrati kao specijalne slucajeve kompleksnih
brojeva kojim su imaginarni dijelovi jednaki nuli.

Jednakost kompleksnih brojeva: Dva su kompleksnﬁ broja z; = x; + 1y,
1 23 = x, +.1 v, medusobno jednaka, kad su im posebno jednaki realni i
posebno imaginarni dijelovi, tj.

Zy =2 kadje x,=x, i y;, =y,

Za komplcksne brojeve nemaju smisla nejednakosti zy > z,, odnosno 2z, < z,,
kao ni z > 0, odnosno z < 0. Kompleksni broj jednak je nuli, kad je posebno
jednak nuli njegov realni dio i posebno njegov imaginarni dio, tj.

z=x+iy=0, kadje x=0 i y=0.

Spomenimo jo§ da dva kompleksna broja ko;a se razlikuju u predznaku imagi-
narnog dijela, tj. 2 =x +4§y i 2 =x — 1y Cine par komugtrano kompleksnsh
brojeva.



Primjeri
Rijedi zadane sustave jednadZbi smatrajuéi da su x, y, z i ¢t realni brojevi.

DU+Dx+A+20y+A+30)z+0 +4)e=1+5§
B-Nx+@—20y+Q+0)2+4ir=2—1i.

Napisavii zadane jednadibe u obliku:

x+y+z+04 (x+2y+32+40)i=1+4 5i
Bx+4y+2)+(—x—2y+z+40)8i=2—1

i izjednadivdi realne i imaginarne dijelove tih kompleksnih brojeva, dobivamo &etiri jedne-
dibe u x, y, 21 &:

x4+ y+z4+1=1 1 x+2y+3z+4t__-?= s Il
3x+4y t+ 2 =2 II —x—2y+ z£+4t=—1 IV

Nacinivéi II — I i IIT 4+ IV dobivamo tri jednadZbe:
2x+3y—t=1; 4z48t-—=4; 2x+4y + 23 =6.
1z prve jednadibe slijedi:
- -3 2,1 .
- mgyitgpta @)
dok iz ostalih dviju imamo: z=1—-2tizg=3—x—2y,pajel — 2t =3 -~ x — 2y,
a odatle je
x=2—2y+ 2t )

Iz (a) = (b) dobivamo:
y=3¢t+3 (c)

dok uvritenje (c) u (b) daje:

= —4t— 4 (@)

Uvrstimo li sad (¢) i (d) u jednadZbu IT, dobit ¢emo

z =2,
dok iz z = 1 — 24 slijedi 2 = 1 — 21, pa je £ = — 3+
Iz (¢) i (d) dobivamo konano y = 23 ix= —2
DA+2Dx+ B -5y =1-— 31 [x==__l4_l_; y.;_lSI].



Geometrijsku predodZbu kompleksnih brojeva dobivamo na taj nalin,
da svakom kompleksnom broju z = x + iy dodijelimo to¢ku 2 (x, y) u rav-
nini XOY, koju zovemo ravnina kompleksne promjenljive z ili kraée ravmina
z. Vidi sliku 1.

Y ‘inaythama osY .

YPoe——————— —,;?z(x.y}
s

. - 1

< I

]
v

rd
-~

d I
-X f >\ realna os X
i -\ _-lo ! X
| |
1 L7NE I
[ - ~ I
! |
' [

t

. ma— — —— —— — — —— e —— — — ——— — — —— —

Slika 1.

Svakom kompleksnom broju z = x + £y odgovarat ¢e odredena toCka
z (x, y) ravnine 2z i obratno: svakoj toCki z (x, y) ravnine z odgovarat ¢e odrcden
kompleksni broj z = x + iy. Vidimo dalje da realni brojevi z = x lcZe na
realnoj osi X pa se prikazuju totkama (x, 0),

Cisto imaginarni brojevi z = i y leZe na imaginarnoj osi Y pa se prikazuju
toCkama (0, y), dok kompleksni brojevi leZze izmedu osiju. Na slici 1 vidimo
takoder da par konjugirano kompleksnih brojeva leZi simetritno s obzirom
na realnu os X, a da 21 —z2 leze simetri¢no s obzirom na ishodiste O koordinat-
nog sustava.

. b. Vektorski oblik kompleksnog broja

Kompleksni broj mozemo prikazati i u obliku vektora, kojemu je pocetak
u ishodidtu O koordinatnog sustava, a kraj u totki z (x,y), tj. £ je vektor
Oz = z, kojemu su projekcije na koor-

r dinatne osi x i y. Vidi sl. 2.

YT-——mm ##12%y! Kako se vidi na toj slici

duljina ili apsolutna vrijednost

z=|z|=r=)x?4y?

-

dok se smjer ¢ vektora z odreduje iz

Mo o o e

=1
-
>

.,
~y

y.
X

Slika 2. gy =

Primijetimo da je vektor z slobodni vektor, pa ga moZemo premjestati
paralelno samom sebi.
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PrikaZzemo 1i dva kompleksna broja

Zp =X +1iy,

[ 2]

2, =x3tiy,

u obliku vektora, tada ¢emo zbroj
(z, - Z,) tih vektora dobiti graficki
u obliku dijagonala paralelograma
konstruiranog na vektorima z, i z,
kao stranicuma. Vidi sl. 3.

c.

Napidemo 1i razliku (z, - z,)
u obliku z, i ( -z,), dobit ¢cmo
vektor te razlike tako da zbrojimo
po pravilu paralclograma vektore
z, + (—z,), pa ¢emo opaziti kako
se to vidi na slici 3, da je vektor
razlike (z, — z,) druga dijagonala
paralelograma, pri ¢emu je wvek-
tor razlike uvijek usmjeren prema
minuendu. Do istih rezultata dolazimo, ako algebarski zbrojimo, odnosno
oduzmemo 2z, =x;, +iy, i 2, =x,+1y,:

Zy+ 2z, =(xy + x2) + 1y, + 3,)
Zy — 2, =(x, — x2) +i(y; — y2)

______ A Slika 3.

Geometrijsko znalenje relacija koje sadrie kompleksne brojeve
oblika 2z = x + 1 y.

1) Zadane su dvije totke 2, =x, +1iy, i 2, =x, 4+ fy, u kompleksnoj
ravnini. PoKaZi da je apsolutna
velidina razlike |z, — 2, | rh
predolena graficki kao medu-
sobna udaljenost tih todaka.

Kukojez,— 2, =(x,—x,) +
4+ 1(¥,— ¥;), prema slici 4
iz Srafiranog pravokutnog tro-

kuta slijedi 222,

|22 — 2| =

= V(xz— X)) +(y.—y,)2 =
= medusobna udaljenost to-

M —— e ————

!

Caka z, i z,. _ Slika 4.
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Iz navedenog slijedi prema slici 35,

ri

Slika 5.

da izrazi || =2, |z—i|=11i |2+4| =1 predotuju graficki socke
krusnica i to prvu polumjera 2 sa sredi§tem u O, dok su druge dvije polu-
mijera 1 sa sredi§tima u totkama O, (0,1) i O; (0, —1).

2) Pomoéu kompleksnih brojeva moZemo zadavati razliCite skupove tolaka
ravnine z.

a) lz—c¢|=R; |z—c|<R i |z—~c|>R, gdie je z=x+1y,
¢ = a + i b konstantan kompleksni broj, dok je R realna konstanta.

Prema slici 6 predoluje

ri

i

Slika 6.

R=|z—c|=+V(x~—a)?+ (y —b)* skup totaka na kruZnici
polumjera R sa srediftem u toc¢ki C(a, b);
|z — ¢| < R skup totaka kruga unutar kruZnice |z — ¢ | = R;
|2 — ¢ | > R skup totaka koje leZe izvan kruZnice |z — c| =R.



b) R(2) = x > 0 predotuje skup tolaka komplcksne polu_ravnine 21t
desno od imaginarne osi Y, a I(2) =y < 0 predotuje skup tofaka
donie kompleksne poluravnine z.

c) |[R(g)| <1, tj. |x| < 1 predotuje prugu prikazanu na sl. 7.
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Slika 7.

Sve tolke te pruge osim grani¢nih udaljene su od imaginarne osi
Y za manje od 1.

HIIE| =]yl <1i|R@|=]x] <L

YA
x=-1 x=1

Bl-1il { £l
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oo 0 ac glee J oo J
p 0 0,0 0 0,0
000 DO N -] o
p o, 00 k%0 00
oo o ODDQQ DOD‘
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Slika 8.

Skup tofaka odreden tim nejednakostima leZi u nutrini kvadrata ABCD
stranice 2. Vidi sl. 8.

2 B. Apsen: Repetitorij vile matematike 17



3) Izrazi pomoéu ncfednakosti, odnosno jednakosti a takoder i graficki
zadane skupove to¢aka kompleksne ravnine s.

a) Prvi kvadrant koordinatnog sustava ‘
[R(z2) =x>0ilI(z)=y >0}

b) Poluravninu koja se nalazi iznad realne osi, a sastoji se od to¢aka kojima
udaljenosti od realne osi nisu manje od 2.

[ (2) =y >2].

¢) Polukrug polumjera 1 (bez kruZnice) sa sredidtem u tocki z == 0, koji
se nalazi slijeva od imaginarne osi
flz] <1iR()<0)

4) Prikazi graficki i analiticki zadane udaljenosti.
a) Udaljenost od ishodidta O do tocke z.
[|z], jer je |2| =]z —0]).

b) Udaljenost od imaginarne osi do tocke z.
[[R()|=]x])

¢) Udaljenost od realne osi do tocke 2.

[I(z)]|=]|y]| jerje |y]|=]y—0].

5) Prikazi graficki skupove toc¢aka, koje su odredene zadanim relacijama:

a) [z} < 1.
[Krug polumjera 1 sa srediftem u O].
b) [z —d| > 1.
Sva kompleksna ravnina z osim kruga i kruz-
nice polumjera 1 sa sredidtem u tocki (0, )],
¢) lz+i| <2 '

[Krug polumjera 2 sa sredi§tem u to¢ki (0, —1)).
dyi <|z—-1]<3.

Vijenac omeden kruZnicama polumjera 1 i 3 sa zajedni¢kim sre-
didter u tocki (1, 0). Tocke kruZnica ne ulaze u zadani skup to¢aka].

d. Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Neka je r -= O z = udaljenost toke z od ishodita i .
¢ == kut $to ga r zatvara s pozitivnim smislom osi x. Vidi sliku 9.

Kaze se da je r modul kompleksnog broja z, dok je
@ argument toga broja.

Ukratko: r =mod (2) 1 ¢ = Arge.

18



Prema slici 9: x =rcos¢
y =rsing,
a uvritenje u z = x + 1y daje

z = r (cos ¢ + {sin ¢). (1)
Vidimo da je prema slici 9 modul
r=lzl=+V+y’ Q)

jediozna¢no odreden, dok je

gy =

. y O
paje @ =Argz==Arctgi, Stika 9.

pa za svaki kompleksni broj z argument ¢ prima beskonatno mnogo vrijednosti,
koje se medusobno_ razlikuju za pribrojnike mnogokratnika 2 =z, jer je Arc tg;
beskona¢no mnogozna¢na funkcija*), te je

Argz=arctg%—+2ku, (2)

gdje je k=0, +1, +2, + ...,

Iz navedenog slijedi da su dva kompleksna broja jednaka, kad su im mo-
duli jednaki, dok se argumenti mogu razlikovati za mnogokratnik od 2 m.
Primijetimo da za z = 0 Arg z nije odreden. Izdvojimo li iz beskonatno mnogo
vrijednosti Arg z jednu, koja se nalazi u intervalu (—u=, =] ili [0, 2 7) i ozna-
¢imo li je s arg z, dobit ¢emo t. zv. glavnu vrijednost argumenta z, tj. ¢ = arg 3.

—n<argz< +n ili 0 <argz <2nm, (2)
Ceice se primjenjuje prva nejednakost.

Postupak za odredivanje ¢ = arg 2 je jednostavan: pomocu tablica loga-
ritamskih ili prirodnih vrijednosti trigonometrijskih funkcija odredujemo
kut @,, koji odgovara za toCke I kvadranta i to pomocu formule

¢o = arg 2o = arc tg%—%—, (3)

dok za to¢ke ostalih kvadranata vr$imo preralunavanje kako slijedi:

za Il kvadrant: ¢ =argz =7 — @q, (3a)
za III kvadrant: ¢ =argz = — (n — @,o) ili ¢ =7 4 @0,
za IV kvadrant: @ =argz = —¢q ili ¢ =27 — @,.

*) Vidi npr. od istog autora Repetitorij vr§e matematike, I dio, § 6, 2. a).

-~
~
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r = |z | i o = arg z su polarne koordinate tolke z, pri {emu je 3, = #,, ako

20

je |z | =]2,]iarge, = arg z,, dok je za jednakost para konjugirano kom-
pleksnih brojeva z i 2 potrebnio, da je | 2| =|Z |, dok je arg # = — arg 2.
Vidi sl. 10.
vl Prema toj slici imamo:
_________ z 1) Za totku (1,0): r; =1 i ¢, =argz; =0,
| pa je prema (1)
[
< i 2, = 1 = 1(cos 0 + i sin 0).
it P : Odito je da je za sve realne pozitivne bro-
. , ! - jeve ¢, =argz =0,
SN Lo ! X
1 { 2) Za totku (0,7): r, =1, ¢, =argz, = -%‘,
I pa je '
10N :E zzmixl(cosfzz-+isin-g—)-
Svi listo imaginarni pozitivni brojevi imaju
Slika 10. argument @, = _-12:_ .
3) Za totku (—1,0): rye=1; @y =argzy == (ili —x), pa je
23 = —1 =1(cos m + isin 7).
Za sve realne negativne brojeve je @3 = argz =z (ii —n).
4) Za totku (0, —i): 14 =1; @, =argz, = — 7 (ili %n), pa je
2= —i =1 [cos(— 325) + ¢sin (— -7—2‘-)]
Za sve Cisto imaginarne negativne brojeve ¢, = — %— (ili 3 n). Kompleksni

broj, npr. 2 =1 41 l/.f’; u trigonometrijskom obliku prema formulama (1)
glasi, ukoliko se ne ograni¢imo na glavnu vrijednost: -

1+ :'Vi‘zz[(cos-g_Jrzkn) +isin(%'—+2kn)]s

jer je r =)1+3=2, a <p=Arctgl=Arctg|-/-§~=arc60°+2k:n=
7 . s x 1
=—3—+2k:n.

Primjeri

Zadane kompleksne brojeve prikaZi u trigonometrijskom obliku, a takoder i grafitki
uzevii samo glavne vrijednosti.

1.2 3447 i z2=3— 414

r=l/x2+y’=l/9+176=2.

Po = 8Ig 2 = arc tg—g— = arctg 1,333.. = arctg l,j.



3.

Pomoéu tablica za prirodne vrijednosti trigonometrijskih funkcija i tablica za prijelaz od
kutne mijere na luénu, dobivamo:

@Po == arc 53,2° = 0,928.
z = 5(cos 5§3,2° + 1sin 53,2°) = 5 (cos 0,928 + i sin 0,928).

Za z=3—44: r=3; po =arctg (3—4) = arctg%—-
Kako je y (ili sinus) negativan, a x (ili koéiﬁﬁé) pozitivan, kut @, leZi u IV kvadrantu,
pa je - : ;

i
Po = 360° — 53,2° = 306,8° fli @o = —53,2°
Slijedi:
z = 5 (cos 306,8° + 1 sin 306,8°)
ili 2 =175 [cos(—53,2°) + isin (—53,2°)], a u lutnoj mjeri kuta
Z = 5 [cos (—0,928) + ¢ sin (—0,928)].

z=—-14+4 i z=—-1—1.

r = l/rl_r}:? = Vi s IB@o = i = —_%ri - o je u II kvadrantu, pa je o = 180° — 45° =
=z ° 411 == —_— it_ = —3- ——— z
= 135°illigpg=m y 2 n, odnosno ) moza 2.

z = }/2(cos 135° + 1 sin 135°) = l/i (cos%n 4 isin —i—u);

z = I/i [cos (—-135%) + isin(—1359)) = Vi [cos(—- %n) + isin (— i ﬂ)]]

[z = /26 (cos 101°20" + 1 sin 101°20") = V26 (cos 1,769 + 1 sin 1,769].

e. Geometrijsko znadenje relacija koje sadrie kompleksne brojeve u
obliku 2 = r (cos ¢ 4 isin @) ‘

D

2)

3)

r=1.
Y
Time su odredene tofke kompleksne rav- i
nine z, koje leZe na jedini¢noj kruZnici
sa sredistem u O. Vidi sl. 11, P AR A
. ) ﬂo'::. .'o:' I.
- E_ . ) eo°°°o=o::.o= :°-= ::'D: n:oz::
6 ] ! X
Tocke leze na poluzraci koja izlazi iz
ishodidta O pod kutom % prema real-
noj osi. Vidi sl. 11.
. i 2
0 <argz < - Slika 11.

Totke leZe izmedu realne osi X i poluzrake ¢ =Z%. Vidi sl 11.

21



- <argzs < f.

4) a

B, dok su same zrake isklju¢ene. Vidi sl. 12.

Tocke leze na beskona¢nom sektoru, koji je omeden poluzrakama arg z, = a

1 arg =,

vi

Slika 13.

Slika 2,

2 <.

< arg

T
2
Focke leze u nutrini IT kvadranta kruga polumjera 2. Vidi sl

2

SHr

13.

r

6) 2 <r <4 i —-:z<argz<—-g.

L
o0 009]0a 00 e,

°

°° ’oﬂo

.0°°°°¢ a0
L

a0 000 0y

Tocke leze u nutrini I1T kvadranta kruZnog vijenca prikazanog na slici

14.

Slika 15.

Sl’ka 14,

7) —~n <args < 7,

nom dijelu realne osi. Vidi sl. 15.

I'ocke ispunjavaju €itavu ravninu z osim onih koje se nalaze na negativ-
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. Eksponencijalni oblik kompleksnog broja
Pomocu I i II Eulerove formule*)

e® =cosg + ising

e ¥ =cosp —ising

moZemo kompleksni broj z == x 4 i y prikazati jo§ u eksponencijalnom obliku.

U tu svrhu zbrojima, a zatim oduzmemo te dvije formule pa dobivsi
na taj nadin

&f +e " &f e
cosp="—7—— 1 sing=——r

Uvrstimo te vrijednosti u, trigonometrijski oblik kompleksnog broja
z =r(cos@ + isin¢).
Dobivamo eksponencijalni oblik
z =reé". (4)

Tu je, kako <znamo, r = |/JI:'2 + yz,_ dok je ¢ =argz =arctg i -y odnosno
Arg z = Arctg i =@ + 2 kn, pa je takoder

g —r . ST 4"

k=0, +1, +2, ....

Imali smo primjer:

z=3+4+ 414, pasmo dobili r =5 i
arg z = arc 53,2° = 0,928.

U eksponencijalnom obliku taj broj
glasi:

odnosno
s — 5 git0.928+ 2k

kzo,i l, :‘1:2, ver o

Izrazimo u eksponencijalnom obliku brojeve 1, ¢, —1, —¢ prikazane na
slici 16.

Slika 16.

"“)V_ldl Repetitorij vife Matematike I dio §21.
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Prema toj slici i formuli (4) dobivamo:

z=1. r=1,p=Argz=042km, paje

Ll =10t 2knl — 0. p2kal . G2knt B —Q, + ], +2, ....

&)

edknt — 1.
z2=1%: r=1, Argz=—-%‘-+2kn.
i T o & 2
i =1 'e'(‘+u)=e2'-eu'=e" 1=é.
¥
& =1,
z=—1; r=1, Argz=n+2kn
] = ettt 2km gt | p2kal _ pnl ] — nl,
et = —1
2 = —~1 rxzi;Argzr—-——%’---{-an
i = ei(—g-i 2kﬂ) . —3f e!im — ewi:
et = i
ili Argz = n
2
o Grean) _ 3
eém’ = —i
Do istih rezultata dolazimo pomocu formule z = r (cos @ - ¢sin 7).
et =1, jer je cos (+ 27) -+ isin(+27) =1,
eE™ == — 1, jer je cos(+ @) Fisin( + 7)) = 1,
e — + i, jer je cos(i %) + isin(i 3;:) = + 1.
Na isti na¢in moZemo pokazati da je
oL e e cos(2 Z) + i "(+-zz) VI VI VI
e |/2_,)<:r]ﬁ:cos_4 -+ isin 5 2_:2 2( + ).



Primjeri

1. Prika%i zadane kompleksne brojeve u trigonometrijskom i eksponencijalnom obliku, a takoder
grafitki uzevdi za argument glavnu vrijednost arg z = ¢.

Dz =V34i; zz=—V§+1'523=V3—£;84=—V§—i. Za své zadane z
r=V3i+1=2
1 V3

2 arctg 5> = arc 30° = .

£; je u I kvadrantu: ¢@o= arctg—yi- = arctg 3
’_t.
) 2es .,

=

i

n . .
zZ, =2(cos—6-+zsm

o4

z, je u II kvadrantu: @, =% — Qo= — %-

Ilr

il

6
b] . . 5

Z, = 2(cos-€n+zsm-€ )
; n
3 je u IV kvadrantu: @3= —@o= — -

23 = [cos(- :,:—) + fsin (— 361)] 2¢_i‘l_

-

z, je u III kvadrantu: @4 = —@;= — -—Z—ﬂ.

Ze=2 [cos(-—- —2—::) = {sin (- %n)] = 20-%“.

2)g=—2+1.

r=l/4+l=V§; @ je u II kvadrantu: tg¢=-:l§- —0,5.

Pomoéu tablica dobivamo: @ = 180° — 26°34’ = 153°26'.
z = V5 (cos 153°26' + i sin 153°26").
Pomodu tablica za ludnu mjeru kuta imamo:

arc 153°26’ = 2,67 035
0,00 750
2,67 785

z = I/§ e"“"

+ = 2,678

Nar=—1-—-21

r = ]/l + 4 = VS; tg'cp = —E% =2 (¢ je u III kvadrantu).

Po = 63°26’; P = — (n —_ wo) - ""116034', arc @ = -2,035-
X = Vg [cos (—2,035) + ¢ sin (—2,035)] = l/?c""“"_



Hz=2+V3+4 _
r=Ve+ Vi +1=Va+4Vi13+1=Vs1aVi
Da pojednostavimo taj rezultat, stavimo
V8 +4V3=Va+ V5|
8+4V3=a+2Vab+b, pa mofemo uzeti: a+b—=8 i Vab=2V3 il

ab:=12, pa je a= —Ib% Uvritenje u a+ b =8 daje kradratnu jednadibu
b3*—8b+12=0, a odatle je b=6 i a = 2.

Slijedi: r = 2 + V6

1 2— V3 -
t = = = = — =2-—V}3,
T erVhe - d
pa je
21gp 4-2V3 2— 3 _V3

gle = r=.
1—-tgle 1—4+4V3—3 23-3 3

Slijedi: arc 2¢ = =, pa je arcp =

.:1 2

_’1.
z=2+ Ve (cos1 + isin n) = 3,863 ¢'2.

12
5)z=—5+ 12i. [z = 13 ¢!+967),
6) =4 + 4i. [4VZ o,
7 2= —y2—V3i e,
8) 2 =4 -1 [V17 e-0-244),
9) z = —3i. Be L
10) z = 5. [5¢°°.
1) z = —5. (5 &™),
2. Prika%i zadane brojeve u algebarskom obliku.
1)z=6 e%'i.
2= 6(cos—§-+isin~;i) - 6(2 + E) =301 +iV3).

26

2) z = 17 ¢5-3061,
Kako je 5,306 = arc ¢ = arc 304° = arc (270° + 34°), imamo
z = 17 (sin 34° — i cos 34°) = 17 (0,559 — ¢0,829) == 9,50 — 14,1.

3) 2 = 10 (cos 207° + {sin 207°). [—8,91 — 4,54i].
»N.
4) 2 == 20 ¢2", [20(cos-i-+asm ) 20 ]
5) z=2¢e",
n.
6) x=4¢ 2, [(—414].



§ 2. OPERACIJE S KOMPLEKSNIM BROJEVIMA

1. Zbrajanje i oduzimanje

Znamo ve¢ da je
, g+ 2, =(x; +iy) + (k2 Fiys) =(x, + %) +i(yy fy2)
zy 2y = 5y b (—2g) = (v Fiy) F (=X —iy) =(0— %) + iy — ¥a).
Za zbrajanje kompleksnih brojeva vrijede zakoni
komutacije z, + 2z, =2, + 5,4

asocijacije 2, + 2, + 23 = (2, + 2,) + 23 = 2, 1+ (22 + 33).

Ve¢ smo pokazali da se zbrajanje i oduzimanje kompleksnih brojeva vrdi
po pravilu vektorskog zbrajanja i oduzimanja, ako kompleksne brojeve prikaZemo
u obliku vektora. Vidi na str. 15 sl 3.

2. MnozZenje

Kompleksni brojevi zadani u algebarskom obliku mnoZe se kao binomi pri
¢emu se uzima da je %2 = —1.

3y 5, =(xy +iy) (X2 iy)) =(x1x; —y1y2) + i(x,y; + x21)
Za mnoZenje kompleksnih brojeva vrijede zakoni

komutacije =z, -2, =23 * 34,
asocijacije (2, * 2;) - 23 =2, - (82 " 2Z3)s
distribucije 2, - (2; + 23) =%, - 2, + 2, * 3.

2 Z2=(x+iy) - (x—1iy)=x2+yr=|z]%

tj. umnozak uzajamno konjugirano kompleksnih brojeva jednak je kvadratu nji-
hove apsolutne vrijednosti (modula).

Prikazemo li kompleksne brojeve u trigonometrijskom obliku
2, =r,(cosqp; +ising,) 1 =z, =r,(cosq, }ising,)
dobit ¢emo

2y -2, =1y 7y[(cos @, cosp, — sing, sing,) + i (sing, cos@, -+
+ cos @, sin @,)] = r, vy [cos (p; + @2) + tsin(@; + @2)l. (6)
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Vidimo: mod(z, - 2,) =r, -7, =mod 2z, - mod 2,
tj. modul produkta jednak je produkru modula faktora, i
arg (21 * 22) =@, + @, =arg z, + arg 2,

tj. argument produkta jednak je zbroju argumenata faktora.

i

Slika 17.

Na slici 17 prikazan je taj produkt grafi¢ki tako da su faktorima £, i #, do-
dijeljeni vektori z, i z,. Iz sli¢nosti trokuta slijedi: r,:d =1 : r,, pajed =r, * r,.

Formula (6) vrijedi i za n faktora:

Z182+83 - By =T;-T3-73 - 1, [cos(p; + @2+ - +¢,) +
+ iSin (¢1 + P2 + cae + wn)]_ (61)

3. Dijeljenje
Kvocijent dvaju kompleksnih brojeva

2y X + 1y,

By 18y =—= = 23 #0
22 X2+ 1y,

odreduje se tako da se brojnik i nazivnik pomnoZe s brojem koji je konjugiran
s obzirom na nazivnik:

2y _ (xytiy)(x; —dy) (i x4+ y,y2) +i(xy, — %, y,) -

Zy (a4 iy)(x2—iyy) x3 + 3
_ %1%+ ¥y jX¥2Y1 = %1¥2
x3 + yi x3 + ¥3
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PrikaZzemo li 2, i 2, u trigonometrijskom obliku
z, =ry(cosg, +ising;) i 2z, =r,(cose,; + ising,),
dobit ¢emo postupajuéi na isti nacin:

zy _ry(cosg,+ising,) r,(cosg, +ising,)(cosgp, —ising,) _
2, ry(cos@,+ising,) ry{(cose, + ising,)(cosp, — ising,)

ry (cos @, cos @, + sing, sing,) +i(sing, cosp, — cosp, sing,)

r, cos? @, -+ sin? @,

= :: [cos (py — p2) + isin(p, — @3)). 7

Vidimo, da je mod (f-‘) = :2 = nm;::j E:::; i

“2

“2

arg (%‘) =@, — @, = arg z, — arg Z,,

tj. modul kvocijenta dvaju komplecksnih brojeva jednak je kvocijéntu njihovih
modula, dok je argument kvocijenta jednak razlici argumenata dividenda i di-
vizora. ‘

Prikazemo li kompleksne brojeve u eksponencijalnom obliku
2, =7r €” i oz, =r,e™,
dolazimo jo$ brze do istog rezultata

P
Tr_ T T ie-en (8)

<2 T2 etw. L)

Primjeri
1. Odredi radunski i graficki.

Dz=2,+2; — 23,

ako je z, =34+2¢i; z2,=—1+ 314,
Z3=15—1.

=342+ (=1+3i)—(5—i)=
= —3 + 6.

~t e 7

Grafiéki: vidi sl. 18, Slika 18
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Slika 19,

ako je z, =2 + 21, z; = —1+4 31,
2=2,-2,=Q2+2)(—=14+3)=(~2—-6)+i(—2+4+6) = —8 -+ 4i.

Grafigki: vidi sl. 19.

=%
3)z 2.

) L R 4

ako je z, =3+ 44, z,=13+ 21

_B+4n3B—2i) 9+ 8 +i(12—6) ,
S @B3+2H(GB -2 9+ 4 - ) I |5

_ 17 + 64
T3

= 1,31 + 1 0,46.

GrafiCki: vidi sl. 20, u kojoj je g = ¢, — @, i

W

Nv

Pio o e .
r = r—‘[slx;edl iz sli¢nosti trokuta: r;: 7 = r,: 1].
2

Slika 20.

2. Doka?i identitet
Mt d=(x—~1—-Dx—-14+Dx+1+D+1-19).

Kako je [(x = 1) —4d[(x ~ D+l =(x— D2 +1=x —2x+2=(x*+2) - 2x,
a [(x FD4A][x+D—dl=@C+ D2+ 1 =x2+2x+2=(x2+2) + 2x,

desna strana zadanog identiteta prima oblik:

[(x® +2) = 2xJ[(x* + 2) + 2x] = (x2 + 2)? —4x> = x* + 4%? + 4 — 4x? =
. = x* + 4.
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3. Izratunaj

D —+
L L s, S
) B R
1—14 .
2y (=l
) z= (cos 77° + ¢sin 77°) (cos 23° + 1 sin 23°)
cos 55° -+ isin 55°
Prelazimo na eksponencijalni oblik zadanih kompleksnih brojeva:
taec 77, Liacc23? tarc100*
== é..ni“s_-““ - :.'.;;;;a' = €'*7° 45" = c0os 45° + isin 45° = Vz (1 +14).
(3 —4:)( 24&_]0_:) 10 + 74 .
i3y + 5§ [10 + 38,24].

4. PrikaZi zadane brojeve

z,=1+41; 22=V§+i; z;ml-{-il/i

u trigonometrijskom i eksponencijalnom obliku i izralunaj z = T‘T--
2’ 3

4 4

x.
- — b
zy! r,=l/2, cp,=arctg%—=—;}-; z,=}/2(cosf—+isinf-)=l/ic‘-

Y .
T b 4 .. n =3
z: 12 =2 @ =afCth3 = arctg K* =g fxT 2(cos—6— +:sm-6—) = g-_‘
L 8‘
zyt 13 =12, q:,zarctg}/i%r: ( +lsm-§)32e’
15 & /548 U5 = I3
4 4 _ %
o T T () ()]
P 268 .26 4 2
V2 _ . ¥2) _ 1
=3 (2 ‘T) =7 1=
5. Pojednostavi wqy
cosy —isiny
c_o_sﬁ;hf_srinqa (cos @ + :smg)r(cos y +isinyg)
cosy —-isiny, {cosyp — isiny) (cosy + isiny)
_ (cos@cosy — singsiny) - z(sm_tpcmvp L cosgsinyg) !  si
) cos?y - sin?y cos (@ ! w) -I- isin (@ -+ ).

6. PokaZi da je

s il C R RERA L)
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4. Potenciranje
Potenciranfe (na cijeli pozitivni eksponent). Moivreove formule i njihova pri-
mjena.

Uz pretpostavku da je n prirodan broj dobivamo prema binomnom poucku®)

(e iy =an+ (P)xr iy + (2) @2 G0 + (1) w3 ) +
() G+ G

pri ¢emu uzimamo u obzir da * ima period 4, pa je

1 '4n+m:i4n ,z‘m_im_

=1 =
Primjeri

4 4-3 4-3-2 4-3-2-1,.
. 4 _ .4 30 2¢5 2 - y 3 ————— 4 .
L(x+iy)t=st+ 752y + 75220 + 7550 +l_2‘3,4(-y)

=x*4i4x y — 627y  —idx9> F 9% =(x*— 627y +y4) +i(4x%y — 4xy?).

2 A4+ 208= 146 1- QD+ 000 1-@* + Forg 1+ @D +15- 1 @i+

+6-1-Qi)5+1-Q20)° =1+ 127 — 60— 1607 + 240 + 192¢{ — 64 = 117 + 44i.

3 ( £5+3)2_(i+2)=ﬂ( i+2)=__-—1+4i+4=3+4£=(3+40i_
"\t 4+ 1) Wi 41) T \—i41) 0 —1—2i4+1 -2 —2i-5

31— 4 3.,
= ) —‘—-2+'i‘1.

(A+D% 14+5{—10—10i45+F_ —4—4i _ 2+2i=,2,
-3 1—-3{—3+1 —2—-25s ‘242§ =

() e AR
6. (1 4+ 323,

AQ4+D*3 =0+ -1 +1).

A+ =14+2i—1=21; (1+*= (292 = =22

(1 + )32 = [(1 + )4 = (—22)¢ = 2!2,

Prema (a): (1 +1)25=212.(1 4+1).

7 (L::zﬁ_‘)‘ [—7 + 24§

8. (2 + i J12)s. [-21

*)Vidi od .istog autora: Repetitorij elementarne matematike, I, § 10.

32



Imali smo formulu (6)

By By e B =1y Ty e 1, [cOS{p, + @+ - @)+
+isin(p, + @2 + - + @a)l.
Pretpostavimo li da je

zlzzz=...=z”—_-z, lerzz...=rn=r i (p£:=q32m-..={pﬂ:(p,

dobit ¢emo:
2" =r"(cosng + isinn ).

Uz r =1, tj. za z = cos ¢ + 1sin ¢, dobivamo
(cosg + ising)' =cosng -+isinng.
Uvritenje —¢@ mjesto ¢ daje
(cosp —ising)" =cosng —isinne@. , (9)

Te su I i II Moivreove formule.
Do II Moivreove formule moZemo do¢i i drugim putem:
Ako je z = cos ¢ + isin ¢, tada je

1 1 _ cosp —ising .
£ cosg +ising (cosg +ising)(cosp —ising)

Cos @ — ising . .
= — —5— = COS ¢ — i 8in g.
cos‘@ +sin“ @

Odatle slijedi:

z-{—-é— =cos¢@ + ising + cos@ — ising = 2 cos ¢.

Kako je 2" =cosng | isinng, a

1
(cos@ + ising)"’

% = (cos ¢ — isin@)" =
dobivamo

z"+é;=cosn¢+isinnzp+cosn¢ —isinng = 2cosng.

Prikazemo li kompleksni broj u eksponencijalnom obliku, imat ¢emo:
2" =" (cosng + isinng) =r" ' (10)

3 B. Apsen: Repetitorij vie matematike 33



Primjeri

X
(0082 + 4828 = (e1ere2)*s = glares0’ = '3 — cog % isin 3 = i.

2. Malo prije izratunali smo (1 + 24)% pomocu binomnog poucka. RijeSimo isti zadatak izvr¥ivii
prijelaz na trigonometrijski oblik:

14+ 2i=[r=V5; ¢ =arctg2==arc63,5] = 'S (cos 63,5° + { sin 63,5°).

(1 +21)% = 125 (cos 381° + ¢ sin 381°) = 125 (cos 21° + 7sin 21°) =
= 125(0,934 + £0,388) == 117 + i 44.

- - X
3.(0+40'%= [r =V2; 9= arctgl = %] = (/2 '9)16 = 256 ¢4™ =
= 256 (cos 4 @ + 7sin 4 n) = 256.
dz2=(+0%1 i) 3-s.
n
Prema primjeru 3.: (1 + )% = (Vie“)' = 24 . g2 - 24,

(1__;‘[/5)-6:__1___:[,:25 qv=arctg(:%/—§)=_£]=

(1 ~i)3)s 3
__ 11
- " i; ;T)s 26 p-2al
2‘ e21’l( ]
Sl TR - g 4 =i
5. Izratunaj:
D (1 +a)te, [324]. -
2) (1 4 9)-2, [_ %]
1, V3
3) (z" + zl/z-") [—1].
4) (2 +iY12)e [-27).
(=1 +iV3Hrs (=1 — )35

Yo e e (=64l

6. PokaZi da je

DA+ =22 (cos F;F + #sin n4?:t)-

I _ = o B cein BT
2) (l/3—1) = 2" (cos ¢ f sin 6)
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7. Izraunaj:

14 .. mA*
1)(1+cos 4—+:sm-4).
4 T\ 4 n . E 3
(1 + cosg—Jrs'sin-g-) = (1 + ¢'4) =1 +4¢‘2 +§__;_,‘i +4¢'i" + &% =

=1+4(cos +zsmn)+6(cosz -+—:'sin-:i +

4 4 2
3 .. 3 . .
—i—4(cos-4-n+ 1 sin 4-:z) + (cos n + isinn) =
- V2 , V2 ( V2 -KZ)._ _
l-{—4(2 )+6:+4 2+12 1=

—i4Vi+6i=20+2VDi

[
2) (1 + cos = + isin —ﬂ—) . [—27].
3 3
3) (1 + cos 20° + 7 sin 20°)3. [z = 2 cos 10°(cos 10° + {sin 10); =3 = 2 cos 10°].

8. Pokazi da je
. /e ] . . = 7 Y
a+:iyna+ i)(cosp +ising) = 2 V2 [cos (ﬁ'” + {p) + tsm(lzn + q:)]
Uputa: sva tri faktora prikaZi u eksponencijalnom obliku.

9. Izratunaj o] + w%, gdje je n cio broj, dok su

B 1 V3 . 1 Y3 2
Wy = — + 5 1 w; = 2 1ty [2 cos (—3- nn)]-
10. PokaZ?i da je
(1+:tgvp) +itg(ng)
1 —1itge lwttg(ntp)
. . . _sinqo_
Uputa: Izrazi tg g u obliku o

Pomocu Moivreovih formula moZemo izraziti :
1) cosng i sinng, dakle i tgn¢e pomolu potencija funkcija cos ¢ isin ¢,
2) cos”@ u obliku polinoma 1. stupnja u cos¢,...,Cosng i sin"g u
sin @, ..., sin n @.

Ad 1) Postupak pokaZimo na primjerima,

Primjeri
1. Izrazi funkcije cos 5@ i sin 5@ pomoéu potencija funkcija cos @ i sing.

cosS@ + isinSp = (') = (cosp + FSing)® = cos® ¢ + (i)cos‘qoisinqp +

+ (g) cos® @i? sin’cp + (g) cos?@i?sindg + (?) cos pi*sintg + f¥sinp =
= (cos’cp - i gcos psin? ¢ + 5 cos @ sin* vp) +
+i(5cos‘qpsintp—'; ;cos ¢sin®¢ + sin® (p)
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Iz jednakosti kompleksnih brojeva slijedi:

cos 5@ = cos® @ — 10cos* gsin? @ + 5 cossin 4 ¢.

sin 5@ = sin® @ — 10sin® ¢ cos? ¢ + 5sin @ cos* g.

2. Izrazi tg 6¢ s tge.
__sin 6¢
8oy = cos 6@

Postupamo na isti nalin kao u primjeru 1., pri éemu odmah uzimamo u obzir, da su parne
potencije imaginarne jedinice i realne, a neparne imaginarne.

Dobivamo prema cos 6 ¢ + isin 6@ = (cos @ + 1sin ¢)8:
sin6bp = (?) cos¥psing — (g) cos? ¢ sind ¢ -+ (g) cosgsin® g =
— 6cos* @sing — 20cos? psin® @ + 6 cos g sin’ .

N S £ 4 cin2, L (6 2 pcin® o — —
cos hg = cos S (2) cos*gsin‘ g + (4) cos“@sin®“@ — sing

= cos®@ — 15 cos* @sin? @ + 15 cos? @ sin* ¢ — sin® ¢,
¥ ' 14 L4 4

2QCwe — 1012’y + 18°¢)

g 6@ = —- - = [brojnik i nazivnik podijelimo s cos®¢] = 115 tg%p + 15 igp — (g%

3. Izrazi cos8x i1 sin7x pomocu potencija cos x i sin x.
[‘cos 8x = cos® x — 28 cos® xsin? x + 70 cos* x sin* x — 28 cos® x sin? x -+ sin® x;]

sin7x = 7cos®xsinx — 35cos *xsin®x + 21 cos? xsin®x — sin” x

Ad 2) Neka je a:cosqp+isintp,"+ a® =cosng +isinneg

tada je a”! =cosgp —ising | T a”" =cosng —isinng —
. a4+ a1
tada je cos ¢ = ——g
i
) a—a™ ! (a)
sing = - —-——
v 21
a”+a™"
dok je COSH (P == — .
! - ’ 2 . 2cosnp =a"+ a" |
: a"—a”™"? paje | (b)
sinn g = —-- 2isinng = a" — a™".
2
Primjeri

PrikaZi zadane potencije trigonometrijskih funkcija argumenta @ u obliku trigonometrijskih
polinoma mnogokratnika ¢.

1. sin” ¢.
sin*@ = [prema (a)] = (3;9:)3_ a*—-3a*a"' +3aa72 - g3
e ) T =83 =
a>-3a+3a"'—a? (a®*—a"H—-3(@—a"?)
- 87 - —8: = [prema (b)] =

_2tsin3p —3 - 27/sing sin3@ — 3sing _ 3sing —sinlg
a —8i - —4 B 4 '
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. Cos* @.
a+a!

.
) ) =ilg(a"+4a’a"‘+6a’a"+4aa‘3+a-‘)=

cont g = [prema ()] = (
1

=

(a* +4a®2+6+4a2 +a")=-ll—6[(a‘+a")+4(a’ +a-*)+ 6] =

16
= [prema (b)] = %(2::03449 + 8cos2¢ + 6) = cosde 48C052¢+ 3,
. sin* . [—;— (cos 4 — 4 cos 2tp'+ 3)] .
. cos’ . [-11—6(c035tp+5cos3tp+l0cosq9)] .
. cos® @. [3—li(cos§<p+6cos4tp+ 15c052¢p+10)].

5. Korjenovanje
1
n n . .
Trazimo izraz za )z, gdje je z =r (cosp + ising), dok je n cijeli
pozitivni broj.

a. Eksponent radikanda z je

Pretpostavimo da je f"z" neki kompleksni broj g (cos ¢ + ¢siny), tj.
f’E’ = o (cosy + isiny), (a)

o i y odredimo tako, da jednakost (a) dignemo na n-tu potenciju.

Dobivamo:
z=r(cosg + ising) = p" (cosny + isinny).

Iz jednakosti kompleksnih brojeva slijedi:
e"=r, paje o=V7

p+2km

7 3gdjeiek=03 il: iz:

i ny=¢+2kmn, paje =

Uvrstenje u (a) daje:

Cos R k + i sin -—-—n—-——) (11)

gdje za k uzimamo samo z vrijednosti i to k =0, 1,2, ... (n — 1). Formula

(11) kazuje da svaka od »n vrijednosti |7§ ima isti modul [7?, dok je argument

¥

prve vrijednosti .-, a povecava sz svaki put za g’—;-" pri povecanju & za jedinicu.
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Odatle slijedi da }z za bilo koji broj z # 0 ima n razlicitih vrijednosti,
koje leze u vrhovima pravilnog n-terokuta upisanog u kruZnicu polumjera
f/ 7 sa srediStem u ishodi§tu koordinatnog sustava.

Iz gore navedenog slijedi, da su zbrajanje, oduzimanje i potenciranje na
cijeli stupanj jednoznalne operacije, dok vadenje Kkorijena n-tog stupnja,
gdje je n cio broj, daje uvijek n razli¢itih vrijednosti. '
Primjeri

Izratunaj i prikaZi graficki

6 -
1. w = I/z, gdieje 2= —6+1i6 |/3.

Prelazimo na trigonometrijski oblik radikanda z:

r=V36+36-3=V3%6 4=6-2=12

’

@o = arctg §—z—3- = arctg |/§ = i;— za II kvadrant ¢ = (n — —735-) = %n = agrc¢ 120°,
pa je
2o =12 (cos—i— 7+ 1sin i— n) = 12 (cos 120° + ¢ sin 120°).
Prema (11):

3 + 181 3

= ,50[cos(20° 4 60° - &) + £sin(20° 4+ 60° - k)] £ =0,1,2,3,4,5.

) =

6 65 _ o °, ~ ° o,
I/le/lz(mlzo +360° -k, . 120° + 360 k)=

k=0 w; = 1,51 (cos 20° + ¢sin 207) = 1,51 (0,94 + 10,34) -== 1,41 + {0,5).

k=1: w; = 1,51 (cos 80° + ¢sin 80°) = 1,51 (0,17 + 7 0,98) = 0,26 + ¢ 1,47.

k—=2: w3 = 1,51 (cos 140° + 1sin 140°) = 1,51 (—0,77 + {0,64) = — 1,15 + £ 0,97.
k=13: w4 = 1,51 (cos 200° + §5in 200°) = 1,51 (— 0,94 — 1 0,34) == —1,41 — 7 0,51.
k= 4: ws = 1,51 (cos 260° + 1sin 260°) = 1,51 (—0,17 — 1 0,98) = —0,26 — i 1,47.

k=5 ws = 1,51 (cos 320° + isin 320°) = 1,51 (0,77 — £ 0,64) = 1,15 — i 0,97.

Idemo li dalje pa uzmemo da je k = 6, dobit
¢emo

ws = 1,51 (cos 380° + i sin 380°) =

= 1,51 (cos 20° + § sin 20°) = w,.

6

Vidimo da :e vrijednosti l/z ponavljaju.

Budué¢i da je stupanj korijena paran (6),
w; 1w, w;iws w;ziwg

¢ine tri para kompleksnih brojeva, koji leZe si-
metri¢no 8 obzirom na ishodifte O.

Stika 21. Vidi sl. 21.




3
2. 0=)8+i

3
o = |/8,06

3 + 151 3

o4y o, ] ' o,
(cosTl’0+360 k ..n710+360 k) 0z k=0, 1, 2

I rd
.ow=)8— 6

Taj zadatak rijeli na dva nalina: prema
formuli (11), a zatim pomoéu supstitucije

V8 —6i==x+iy.
[wl=—3+l-,wz=3""‘l-]-

4. Na isti nadin izrafunaj X
a) V1 + 1. [+ (1,11 + i 0,456)].
b 2—i2V3. (£ (V3 -9l
‘ —— —
5. 0=} _34. Slika 22.

Taj zadatak rije§imo tako da numeri¢ki odredimo samo @, a zatim prema slici olitamo
vrijednosti w,, w3 i wy,.

‘—- —_—
z= --4; r= I/4 = I/Z = 1,42; prema slici 22: @o = 7.

W = ]/i [cosAn—-*-—z——k“+ :'sin2 + an]

Zak=0:
Wy = Vi(cos%+fsini;—) = Vi(‘{%+ i '/2) =1+

Rifemo w;, w,, w3 i ws i otitavamo te vrijednosti prema slici 22.

w3=—l+i; w3=—1—i; w4=l—i.

6 Lz 3+il3. —3FiV2
6. Na isti natin odredi w = }/—27- [j: iV3; —, = —3 |
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Primjena formule (11) na rjeSavanje binomnih jednadZbi. Pomocu
formule (11) za ratunanje vrijednosti f/E' rjeSavaju se binomne jednadibe.

Primjeri
Rijedi uz grafi¢ki prikaz zadane binomne jednadibe,

1. x* +32¢{=0.

5

Kako je x = VSZA;', prikazemo broj —f u trigonometrijskom obliku uzevsi u obzir
da je x5 = —32¢{ = 32 - (—1):

—1 = cos (—90°) + 1sin (—90°),
pa je

x* = 32 [cos (—90°) + i sin (—90%))

—90° 4+ 360 - & . .. —90° + 360° - k
x=2 [cos 5 + isin 3

ili
x = 2[cos (—18° + 72° - k) + isin (—18° + 72° - k)],

gdic ie k = 0; l, 2, 3, 4-

x; == 2(cos 18° — ¢sin 18°) = 1,90 — 7 0,62.

x3; = 2(cos 54° + 7sin 54°) = 1,18 + 1 1,62.

x3 = 2(cos 126° 4 isin 126°) == —1,18 + 1 1,62.

xq = 2{cos 198° 4 fsin 198°) == — 1,90 — 7 0,62,

xs = 2(cos 270° + ¢sin 270°) = —21.

2. x3— 8 =0, [2; —1 + 5 }/3).
3. %6 | 64 = 0. (£24 + V3 ).
4. x* — 81 = 0. [£3; £ 34].

b. Eksponent radikanda z je —gi # n

Sad uzmimo opceniti)i slu¢aj: neka eksponent radikanda z nije —,]l-, |
ved -21 # n, gdje su p i ¢ pozitivni cijeli uzajamno prosti brojevi, tj. uzmimo

Qi

2
l
v

_a
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Prema formuli (4) prikazimo z u opéem eksponencijalnom obliku:

PR 1 (2 X L N L L

>

gdje je
k=0, +1, +2, +
Tada je
9, __ » — i j 2k 1 —
) 2® = qzl/rp.ewq.e' J (12)
e

pri ¢emu je e ¢ — 1 toéno onda, ako je & mnogokratnik od ¢ i stoga & %‘ cio.
Zato je dovolino uzeti £ =0, 1, 2, ..., ¢ — 1.

Neka je p = 1. Tada je

—
|
[~
S
]
Y
-

2Kz

2n __ opseg kmga = arc ¢, pa zakljutujemo da Vz" ima ¢ razlicitih

Znamo da je =
vrijednosti za £k == 0!1 2, ...y (@ — 1), ko;e lee u vrhovima pravilnog
g-kutnika upisanog u kruZnicu polum;era 1/1*" sa sredistem u ishodi$tu koordi-
natnog sustava. Taj mnogokut ima stranice kojima odgovaraju sredidnji ku-

tovi %P pri ¢emu k prima vrijednosti 0, 1, 2, ..., (¢ — 1), dok za vrijed-

nosti & koje su vece od (g — 1) vrijednosti korijena se ponavljaju.

Prema tome formula (12) u trigonometrijskom obliku tj. z = r(cos g +1 sing)
glasi:

(12)’

VZ" l/r’[cos(pp+3q60 p.k+ism ‘PP+3:0 p-k],

gdie je
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Primjeri
i 2
Lo= 2+ =@+
z=2 4= [r — V5 p=arctg —; = arc 26°30'] = '3 (cos 26°30° + 1 sin 26°30").

Ratunamo prema (12) uzevii u obzir, da je r = 1/5, p=2,q9=3, ¢ =263 i
kR=20,.1, 2.

Dobivamo:

3 — 3 B e ° ’ . - . . o ’ N - L .
w = Vst = V5 [COS 26°30 2; 602k .. 26°30" -2 +37360 2 k]

il
@ = J5[cos (17°40° + 240° - k) + isin (17°40" + 240° - &)], gdje je k=0, 1, 2.

k=0: w, = 1,71 (cos 17°40" + isin 17°40") = 1,71 (0,95 + i 0,30)

kR=1: w;=1,71[cos (17°40" + 240°) + i sin (17°40’ + 240°)] =
= 1,71 (—cos 77°40" — ¢ sin 77°40") = 1,71(—0,21 —~-10,98).

k=2 wy = 1,71{cos (17°40" + 480°) + i sin (17°40’ + 480°)] =
= 1,71 (—sin 47°40" + ¢ cos 47°40") = 1,71 (—0,74 + { 0,67).

Vidi sl. 23.

Slika 23,

‘ —_— . P
2. Tzratunaj }' (1 + i V3)? prema formuli (12)'.

(2,37 + )5 2370 —6); 2,37(—1—1); 2,37(—1 + ).



§ 3. SVOJSTVA KONJUGIRANO KOMPLEKSNIH BROJEVA.
O KORIJENIMA ALGEBARSKIH JEDNADZBI S REALNIM
KOEFICIJENTIMA

Znamo da dva kompleksna broja, koja se razlikuju samo u predznaku ima-
ginarnih dijelova, ¢ine par konjugirano kompleksnih brojeva. To su

z=x+iy i z=x—iy i 2¥=x—1Y,
odnosno u trigonomatrijskom obliku
z=r(cosp +ising) i z =r(cosg — ising)
ili u eksponencijalnom obliku
z=re?® i z=re’
Kako je z =0 kad je x =0iy =0, tako je i 2 =0, kad je 3 = 0.
Ocito je da je
z4+2=2x=2R(2),
z— 3 =21y =21{J(2)
(vimaginarni dio« I (z) je po definiciji realni faktor od 1).
z-z=|2|% jerje 'x2 +y2 Yx*+y? =x>+y?=|z]3

Cé):*z*:z, ier ieézz*:x-—i}’: pa ic:é:———'*z*:x +1y=3

v+ . v s Z = - 2z
Pokazimo jo$ da je =* = w, ako je = = w.
22 41
b4 “» . - .
Iz;i = o slijedi da je 2, = 2, - w, pa je
2
_ e R . 2y _
2, =(z2; -w) =z, - w, a odatle je — = w.
22

Vrijedi opcenito:
Ako smo nad kompleksnim brojevima
Z1s S35 B3y ey Zn

izvrdili konacan broj operacija (zbrajanja, mnozZenja, dijeljenja, potenciranja i
korjenovanja) pa smo dobili rezultat w, tada iste operacije izvedene u istim redo-
slijedu’ nad pripadnim konjugirano kompleksnim brojevima :

=AY éza 23y -0y :é'n
daju konjugirano kompleksni rezultat w.

Drugim rije¢ima, ako u jednakosti sve kompleksne brojeve zamijenimo pri-
padnim konjugirano kompleksnim, dobit ¢emo opet jednakost.
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Npr. Zy + &y =(xy + x;) +i(y; + y2) = o,
Zy 2, =(x; +x) —i(yy +y,) =0.

Zyoa2g = (xy x, -~y1y2)+i(x1y2+x2y1)=w, (a)

2, -52=(x1x2—y,yz)wz'(x1y2+xzy1)=§. (b)

Uzmemo It u(a) i (b), da je 2, =2, =2 i 2z, =2, =2z, dobit éemo

g2 = (a7 =y + i 4y = o,
2P =(x? —y?) —i(x® +y7) =, 4. (22 = ()%
53 =22%.z == W,

2 =(8)? 5 =) 5=, ali (22" =@ pa je (3)° = (z%) = o.

Iz navedenog slijedi:

Y

2)

Ako je xy = x + t{y jedno 'rje§enje algebarske jednadZbe n-tog stupnja s real-
nim koeficijentima:

QX"+ @y X"V o Fayxt4a; x +a,=0,
t). anxS—Fan_lxc’i"l-l-“-+azx3+alxo+0020,
tada jo x¢ = x — ¢y takoder korijen te jednadZbe,
tj. nXy + a1 x5+ - +ayxtta;xo+ ag =0.

Kompleksni Kkorijeni algebarske jednadZbe s realnim koeficijentima dolaze
uvijek u parovima kao konjugirano kompleksni, pa polinom s realnim koefi-
cijentima moZe imati samo parni broj imaginarnih nulto¢aka.

iz osnovnog teorema algebre, da polinom n-tog stupnja s realnim koeficijen-
tima ima uvijek n nultoCaka realnih ili kompleksnih, slijedi da jednadzba ne-

parnog stupnja mora imati bar jedan realni korijen, dok jednadZba parnog stupnja
ne mora imati realne korijene.

Znamo da lijevu stranu algebarske jednadZbe
a,x" L a,_ x"" v+ o a,x?+a x+a, =0
mozemo rastaviti u faktore
@y (x = x1) (x — x3) ... {x — Xn) = 0,

gdje su x,, x,, ..., x, Korijeni te jednad’be. Ako je x = aq, -+ i b,y korijen te
jednadzbe, tada ¢e u rastavljenom obliku jednadibe doéi faktor oblika

(x — dg — ibo).

Budu¢i da ¢e-u tom slucaju jednadzba imati i pripadni konjugirano kompleksni
korijen ¥ = ay — i by, uci ¢e u jednadzbu i faktor

(x —aqg 4+ 1by).



Spojimo li ta dva faktora u jedan, dobit ¢emo kvadratni trinom s reainim
koeficijentima:

(x—“ao*—‘ibo)(x_ao‘{”‘ibo)ﬁxz nzagx+a(2) + bg.

Prema tome: svaki polinom s realnim koeficijentima mozemo rastaviti u faktore,
s realnim koeficijentima koji su polinomi prvog ili drugog stupnja.

Primijetimo jod da broj razli&irih nultoCaka polinoma moZc biti manji od
stepena n polinoma, jer se neke nultotke mogu medusobno podudarati (viSe-
striuke nultoCke), ali broj nultocaka, odnosno korijena algebarske jednadzbe
n-tog stupnja bit ¢e uvijek n, ako korijene brojimo prema njihovo) mnogo-
strukosti. Npr. jednadzba 5-stupnja x? (x — 8)® == 0 ima dvostruki korijen
x, , =0 i trostruki x3 45 = 8, pa ih ukupno ima 3.

Primjeri

Odredi sve nulto¢ke zadanih polinoma, odnosno sve korijene zadanih jednadibi.

1. x*—4x3 - 2x*+44x—-39=0,
ako je poznato, da je x; = 3 + 21 jedan od korijena te jednadZbe.

Kako kompleksni korijeni jednadibe dolaze uvijek u parovima kao konjugirano kompleksni,
bit ¢e x, = 3 — 2¢ drugi korijen zadane jednadibe.

U drugu ruku znamo, da algebarska jednadZba IV stupnja ima 4 Kkorijena realna ili
kompleksna. Da odredimo taj drugi par korijena, .podijelimo jednadibu s

[x -G +20]-[x—~ 3 ~2]=x* —6x + 13,
Dobivamo ,
x24+2x—-3=0,

a odatle je
x3 =1 i X4 — 3.

2. x* + 6x> 4 9x* + 100 = 0.
Prikafemo li jednadZbu u obliku
x2(x2+6x+9)+ 102 =0 ili x*(x+ 3)* 4 10? = 0,
mo¥emo njenu lijevu stranu rastaviti u dva faktora:
[x(x+ 3)+ 10¢] - [x(x+ 3)—10¢] =0
pa imamo dvije -kvadratne jednadZbe koje rijeSimo:

x24+3x4+10§i=0 1 x*4+3x—101=0.
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Rijefimo prvu jednadbu:

3
2

X1,2 = —

+ —;-V9— 405 = _%i —;—w, gdie je w = /9 — 407, pa je
X1,2= —— + . (a)

Stavimo [/9 — 40i = a + bs |2

9 — 401 = (a2 — b?) + 2abj,

paje a* —b*=9, gb= —20, a odatle je b=;2-9~

'

Uvritenje u a? — 52 = 9 daje a* — 9a2 — 400 = 0.

P

Slijedi: ay,2 =+ 5, a3 6= £ 44, paje w,, =+ (5— 41,

Uvritenje u (a) daje
Xy =1—21{ i x3=—4+ 21,

Na isti nadin rje3avamo i drugu jednad?bu

x4+ 3x— 105 = 0.
Dobivamo:
x3=1+2f i x4:_4—2i.

3. x* +2x* —24x + 72 = 0.

Prikazimo zadanu jednadbu u obliku:

"‘+4ia ~-*4Jnc’3—_l6x2 4+ 12x% + 6xi;48x+24§+ 72 =0

0 +2x" —24x
pa je
x2(x? + 4x+ 12) —4x(x? + 42+ 12) + 6 (x* + 4x + 12) = 0
i
(x*4+4x+ 12)(x* —4x + 6) = 0.
Slijedi:

x4+ 4x+12=0 i x,,,=-2+i2}32,

X2 —4x+ 6=0 i x3,=2+i)2

4. x* - 6x> + 11x* —2x — 10 =0,
ako je x; = 2 — i, ’ [x2=2+14%x3,=1+ l/i].
5.4x% — 24x3 + 57Tx% + 18x — 45 = 0,

ako je x; =3 +i)6. [x3=3_i|/€5x3,‘=iz23_]_
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§4. BESKONACNI NIZOVI I REDOVI KOMPLEKSNIH BROJEVA

Nizovi kompleksnih brojeva imaju opéenito oblik:

Zyy Z3y Zas veey Bpy ..
gdje je
Zy =Xyt 1y, m=1,2,3,..).

Grani¢na vrijednost ili limes niza kompleksnih brojeva definira se na
isti na¢in kao u realnom podruéju: niz kompleksnih brojeva, kojemu je op€i ¢lan
%, ima za limes Cvrsti broj ¢ = a + b4, ako apsolutnu veli¢inu razlike | 2, — ¢ |
moZemo naciniti po volji malenom ¢im n uzmemo dovoljno velik, tj. ¢im idemo u
nizu dovoljno daleko.

U tom sludaju pisemo

lim z, = c.

=00
~

NuZni i dovoljni uvjet da broj ¢ = a + b: bude limes niza kompleksnih
brojeva

Xy iy, X2 T 1Y X3+ V3 oo X F 1Y ..
glasi da u tom sluéaju mora biti:

limx,=a i limy, =b.

n—=00 f—-00
Konvergencija, odnosno divergencija beskonadnih redova kompleksnih
brojeva definira se takoder kao u realnom podrudju (Vidi Repetitorij vise ma-
tematike, Dio I):
Red w, +w, + ws + - + w, + .., kojemu su elementi kompleksni bro-
jevi
- w, —u, +ivl, W2=u2+ivz, w3"-"u3+iv3, caay

konvergira, ako konvergira njegov niz parcijalnih suma i ima za limes kona&ni
odredeni broj.

Da red kompleksnih brojeva konvergira nuZno je i dovoljno, da konve giraju
posebno red realnih dijelova .

Rw,) + Rw,) + R(ws) + - + Rw,) + -
i red imaginarnih dijelova
T w) + I(w,) + T (ws) + - + I(w,) + -

- ¢lanova zadanog reda.
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Ako su §; 1 §, sume tih redova, tada je kompleksni broj S =8, +1 8,
suma zadanog reda kompleksnih brojeva

wy Fwy +wy A+ Fwat
17 tem e slucaju

lmw, =0, tj. lm»n,=0 1 limv, =0.
n oo n—co [ amadad
Ako konvergira red apsolutnih vrijednosti zadanog reda kompleksnih bro-
jeva

R R A R N R A PN

tad: se kaze da red
wy, +w,y + w3 + - +w, + -

Ezenvergira apsolutno.

Kao i u realnorn podrudju definiraju se redovi potencija kompleksnih brojeva
ag + ay (2 —20) + az(z—20)* + - +an(z—20)" + -

adje su ag, gy, @2, ..., @, ... kompleksni brojevi, pri Cemu su koeficijenti reda
razlic¢iti +-d nule, a 2 je kompleksna promjenljiva.

Kao u realnom podruCju radij konvergencije reda R odreduje se prema
formui
.| a
R =lim| "
N> o0 an+l

Ako taj limes postoji, red konvergira u krugu |z — 2o [< R, a divergira
izvan tog kruga, tj. za one vrijednosti z Koje zadovoljavaju nejednakost | z — z4 | > R,

Primjeri
t. Tspiraj konvergenciju zadanih redova i1 odredi njihove sume,

NS S N NS U
IR AR PR C e T N L) P

hY
Rastavimo zadani red u red realnih i red ¢&isto imaginarnih brojeva:

f 1 1 1 . 1 1 1
P+?+Z+§+mymb+?+3+ﬁ+m)

[Oba reda konvergiraju, jer su njihovi &lanovi €lanovi pada—J

ju¢th geometrijskih redova, kojim su kvocijenti -;? i —%— <1
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