


















































































































































































































































































































































































































































































a kako je tačka Q (x', y') na pravcu PO, bit će prema (55) 

1 Yo 1 y- X 

X o 

ili: 
y' )'o 

=- • 
xl X o 

Uvrštenje tog izraza u (b) daje: 

)' 
b2 xo b2 

----x+-
a2 Yo y' 

b2 xo 
pa je koeficijent smjera polare za pol Q k=- --. 

a2 yo 

Kako se vidi iz (53), isti koeficijent 
P (x0, y 0), tj. obje polare p i q su usporedne. 

smjera k ima polara za pol 

Iz toga slijedi da će polare svih tačaka na pravcu PO biti uspo
redni pravci. 

Od svih tih polara prolazi jedna i to MN d2 središtem O elipse. 
Promjeri RS d 1 i MN d2 zovu se k o n j u gira n i pr o m j er i i l i 
k o n j u g i r a n i d i j a m e t r i e l i p s e. Polare za polove R i S bit će 
tangente elipse u tim tačkama; one su kao i sve polare za tačke na PO 
usporedne sa d:!. 

Jednadžbu promjera d 1 imali smo već pod (55). 
Jednadžbu drugog konjugiranog promjera d 2 dobivamo iz jednadžbe 

polare (53), ako izostavimo član a 2b2, jer d 2 prolazi ishodištem, 

o. (56) 

Na sličan način može se pokazati da će polare za sve polave na d2 
i tangente elipse u krajnjim taćkama M i N tog promjera biti usporedne 
s promjerom d1 (vidi sl. l 07). 

Iz toga slijedi k o n s t r u k e i j a e l i p s e i z z a d a n o g p a r a 
k o n j u g i ran i h pr o m j er a MN i RS. 

t 2 3 5 6 

N 

s 
Sl. 109 
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. Bu?~ći da ~mo .~onstruirali tange.ntni par.alelogram, podjelimo u jed
naki broJ Jednakih diJelova, npr. 4, obJe poloVIne jedne stranice tog para
lelograma i polovinu OR promjera elipse. Presjecišta spojnica Ml i Nl', 
M2 i N2', M3 i N3', a također M3' i N4, i M2' i N5, Ml' i N6 daju redne 
tačke elipse I, II, III, IV, V i VI. 

Tačke donje polovine elipse dobiju se iz već određenih tačaka gornje 
polovine na temelju njihovog simetričnog položaja s obzirom na središte 
O elipse. 

6. APOLONIJEVI TEOREMI 

E' 

8 

' 
b / 

' b' a'_,.. / 

w' -...;::: 
/ 

' / 

a a H' F e A 
/ ' / ' / ' 'tl Q'/ 

/ b ' / ' 

D 

G' 

Sl. 110 

l. Zbro j k v a dr a t a d v a j u k o n j u gira n i h p o l u d i j a
m e t a r a e l i p s e k o n s t a n t n a j e v e l i č i n a i j e d n a k a z b r o
j u k v a dr a t a n j e n i h p o l u o s i, tj.: 

gdje su a' i b' konjugirani poludijametri, a i b poluosi elipse (vidi sl. ll O). 

2. P l o š t i n a p a r a l e l o g r a m a, k o j i o d r e d u j u d v a 
k o n j u g i r a n a p o l u d i j a m e t r a e l i p s e, j e d n a k a j e p l o
š t i n i p r a v o k u t n i k a n a d p o l u o s i m a k r i v u l j e, d a k l e 
j e k o n s t a n t n a, tj.: 

a'b' sin w' ab. 

Kako je tangenta na kraju dijametra usporedna s konjugiranim dijame
trom, može se taj t eo rem izraziti u drugom obliku: p l o š t i n a o p i s a
n o g p a r a l e l o g r a m a, k o j e m u s u s t r a n i e e u s p o r e d n e 
s k o n j u g i r a n i m d i j a m e t r i m a e l i p s e, j e d n a k a j e p l o
š t i n i o p i s a n o g p r a v o k u t n i k a, k o j e m u s u s t r a n i e e 
u s p or e d n e s o s i m a e l i p s e, tj.: 

pl. E' F' G' H' pl. EFGH. (Vidi sl. 110). 
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• 

1. PRIBLIZNA KONSTRUKCIJA ELIPSE. POLUMJERI ZAKRIVLJENOSTI ELIPSE 
U VRHOVIMA. PLOSTINA ELIPSE 

e 
-. -.. 

-~ -
.b • -...... 

B A )t 

r;=r, • o a 'r ' l , 
' 

l 

!D 
l 

l 
l 

l 
l 

l 
l 

rJ l 
l 

l 

l 
• l • l 
l 

l • l 
• 

l 

l 
l 

l 

OJ 

SL Ill 

Približna konstrukcija elipse, za koju su poznate obje poluosi a i 
b, sastoji se u tome da se lukovi elipse u vrhovima A, B, e i D (sl. 111) 
zamjenjuju lukovima kružnica zakrivljenosti, koje pripadaju vrhovima 
elipse. Ti lukovi se međusobno spajaju u elipsu pomoću krivuljara. 

Postupak. 
Nanašaju se sva četiri vrha elipse A, B, e i D, pa se konstruira 

pravokulnik OAKe s dijagonalom CA, na koju se povuče okomica iz tač
ke K. Ta okomica siječe osi elipse u tačkama 0 1 i 0 3 , a to su središta 
zakrivljenosti za vrhove A i C, dok su 0 1A i O:P pripadni polumjeri 
zakrivljenosti. Iza toga se kroz vrhove elipse vuku lukovi kružnica iz 
01 i 0 2 s polumjerom 0 1A, a iz 0:1 i 0.~ s polumjerom 0 3e. 
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Može se pokazati da su polumjeri zakrivljenosti 
b'!. 

0 111 = O:!B = --
a 

" • 
a~ 

0 3C = 0 1D =-. 
b 

u vrhovima elipse: 

Na kraju navedimo još formulu za plpštinu elipse: 

P a b a. 

(57) 

(57a) 

8. POPIS FORMULA l UPUTE ZA RJESAVANJE ZADATAKA U VEZI S ELIPSOI\1 

Z a d a n a e l i p s a i m a sr e d i š t e u i s h o d i š t u (0, 0), te 
njena jednadžba glasi: 

ili: 

b" " + ·> " = ''b'' -x- a-y~ a- ~ 

" " x~ v-
-...L. =l 

l) l q • 

a- b~ 

A. Zadano je dira l ište T 1 (x 1,y1) tangente. 

l. Jednadžba tangente: 

b2xx 1 + a2yy 1 a2b 2• 

2. J e d n a d ž b a n or m a l e: 

l 
y Yl =- -- (x xl), 

k 

gdje je k koeficijent smjera tangente, uzet iz jednadžbe tangente iz
računa te prema l. 

B. D i r a l i š t e t a n g e n t e n i j e z a d a n o. 

l. Jednadžba tangente: 

y kx + l. 
Nepoznanice k i l odrede se 

l) iz uvjetne jednadžbe: Z2 k 2a2 + b2 i 

2) iz još jedne jednadžbe, koju treba napisati prema onome, šta 
je u zadatku zadano. 

2. K o or d i n a t e {x1, y 1) d ir a l i š t a t a n g e n t e 
mogu se odrediti na dva načina 

l) pomoću formula, 

xl=----, 
l 

YI= ' 
• 

u koje se za k i Z uvrste vrijednosti izračunate prema l. 

• 
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2) riješe se zajedno jednadžba zadane elipse i jednadžbe tan
gente izračunate prema l. Kontrola računa diskriminanta 
D O 

3. J e d n a d ž b a n or m a l e u d ir a l i š t u (x1, y 1) 

y YI - - l (x xi), 
k 

• 

gdje je k koeficijent smjera tangente, uzeti iz jednadžbe tangente 
izračunate prema l. 

4. J e d n a d ž b a p o l a r e 

b2x 0x + a2y 0y 

gdje su x 0 i y 0 koordinate pola. 

Riješi li se sustav od jednadžbe polare i jednadžbe elipse, dobiju se 
koordinate dirališta tangenata iz pola P. Dalje se postupa, kako je poka
zano pod A, pa se i na taj način mogu odrediti jednadžbe tangenata na 
elipsu iz zadane tačke P izvan elipse. 



§ 10. HIPERBOLA 

l. DEFINICIJA HIPERBOLE. LINEARNI l NUI\IERICKI EKSCENTRICITET 

H i p e r b o 1 a j e g e o m e t r i j s k o m j e s t o t a č a k a, z a 

k o j e j e r a z l i k a u d a l j e n o s t i (r a z 1 i k a r a d i j a v e k t o r a 

r 1 ir::!) od dvije čvrste tačke (žarišta F 1 i F"2) stalna i 

j e d n a k a g l a v n o j i l i r e a 1 n o j o s i h i p e r b o 1 e 2a. 

Za svaku tačku hiperbole vrijedi dakle jednadžba: 

2 a. (58) 

(Vidi sl. 112). 

Druga os hiperbole 2b zove se sporedna ili i m a g i n ar n a, jer hi

perbola ne siječe tu os; dužina te osi određena je prema slici 112 izrazom: 

Odatle slijedi l i n e a r n i e k s e e n t r i e i t e t h i p e r b o l e : 

e (59) 

i njen numerički ekscentricitet: 

e Va2 + b2 
E--= ' (60) 

a a 

pri čemu je: 

E > l z a h i p e r b o l u, (61) 

jer je e hipotenuza pravokutnog trokuta AOC s katetama a i b (vidi sl. 112). 
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2. KONSTRUKCIJA ŽARISTA HIPERBOLE l HIPERBOLE SAME. PARAMETAR 
HIPERBOI~E 

Iz definicije hiperbole i njezina ekscentriciteta slijedi konstrukcija 
fokusa i krivulje same iz zadanih osi hiperbole 2 a i 2 b. 

e 

lj 

e 

o 
b 

' . -;_ ----- --- --.....--:::-
e 

Sl. 112 

T, 

l 
Ir, 
l 

U pravokutnom je trokutu AOC po Pitagorinu poučku hipotenuza 
AC l a 2 + b2, a to je e prema (59). Uzmemo li, dakle, u šestilo dužinu 
AC e, pa nanesemo li je nadesno i nalijevo od tačke O, dobit ćemo oba 
žarišta hiperbole F 1 i F 2 (vidi sl. 112). 

Kako za svaku tačku hiperbole vrijedi jednakost r 2 r 1 2a, dobit 
ćemo tačke hiperbole tako da iz žarišta F 1 i F2 opišemo lukove nekog polu
mjera BK> 2 a i AK. Presjecišta T 1, T2, T 3 i T., tih lukova su tačke hiper
bole, jer je BK AK r 2 r 1 2 a. Na isti način možemo dobiti koliko 
god hoćemo taćaka hiperbole. 

Polutetiva povučena kroz žarište hiperbole F 1 ili F 2 okomito na nje
nu glavnu os jest parametar hiperbole, čija se duljina označuje s p (vidi 
sl. 112. 

Uzevši u obzir da je u pravokutnom trokutu F2 F 1 D kateta F 2 F1 = 
2 e 2 ~/ a2 + b2 prema (59), a hipotenuza F 2 D r 2 p + 2 a, jer je za 

svaku tačku hiperbole r 2 r 1 2 a, dok je D F 1 r 1 p, dobivamo izraz 
za parametar p hiperbole: 

p- ' 
a 

jer je prema Pitagorinu poučku: 
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(p + 2 a)2 
b2 

ili 4 a p + 4 a2 = 4 a2 + 4 b2 , odn. a p= b2 pa je p= -
a 

(62) 



3. JEDNADZBA ffiPERBOLE 

a) Središnja jednadžba hiperbole 

S obzirom na koordinatni sustav kojemu se osi X i Y podudaraju s 
osima 2 a i 2 b hiperbole (vidi sl. 112), dobivamo na način koji je sličan 
onome kod elipse sr e d i š n j u j e d n a d ž b u h i p er b o l e u obliku: 

ili: 

l 
Ff ' 

l 
l 

l 

,____ 

ili u eksplicitnom obliku: 

x' ~~~ 
--+-=1 

F~ ~tr --

\ 
\ 
\ 
\ 
l 

a F; :-----t--

Sl. 113 

y = ± b V x2 a2 
a 

16 B. Apsen: Repetitorlj elementarne matematike 

(63) 

(63a) 

X 

(63b) 
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Ima li jednadžba hiperbole oblik: 
., ., 

r YM ---+ -l, 
a2 b2 

(64) 

tada je a njena sporedna, a b glavna p o l u o s (vidi sl. 113). 

Hiperbole: 

• 
l =l 

zovu se k o n j u g i r a n e. 

Poseban slučaj. I s t o s tr a n a h i p er b o l a. Hiperbola s jedna
kim osima zove se i s t o s tr a n a. Uvrstimo li, dakle, u jednadžbu (63a) 
b a, dobit ćemo j e d n a d ž b u i s t o s tr a n e h i p er b o l e : 

i li za: a= l 
... ., 

XM y- l. (65a) 

Pazi! Središnja jednadžba kružnice polumjera r l glasi: 

x2 + y2 1. 

y' y 

b 

------ B O O x' a --a~--=-1-------=.:x~ 

b 

Sl. 114 

b) Vršna jednadžba hiperbole 

Izvršimo li translaciju koordinatnog sustava X'O'Y' (vidi sl. 114), 
s obzirom na koji hiperbola ima jednadžbu b2x'2- a2y'2 = a2b1, u polo-
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žaj XOY tako, da ishodište koordinatnog sustava dođe u desni vrh hiper
bole, dobit ćemo na način koji je opisan kod elipse (vidi § 9, 3,b) i s obzi
rom na formulu (62) v r š n u j e d n a d ž b u h i p e r b o l e: 

4. PRA VAC l HIPERBOLA 

p 
y 2 = 2p x + x2• 

a 

a) Asimptote hiperbole i njihova konstrukcija 

(66) 

Do asimptota hiperbole dolazimo tako da potražimo koordinate pre-
sjecišta pravca y kx, koji prolazi ishodištem, s hiperbolom b2x 2 a2y2 = 

a2b2, tj. riješimo sustav jednadžbi: 

y kx 

Dobivamo: 

+ abk v- - . 
- If b2 k2a2 

Ako je izraz pod korijenom b2 k 2a2 > O, pravac y kx siječe 
hiperbolu u dvije tačke koje leže simetrično s obzirom na ishodište; za 
b2 k 2a2 < O, x i y su imaginarni, pa pravac hiperbolu ne sječe. Nas 
osobito zanima slučaj kad je: 

(a) 

Tada je x ±oo i y ± OC>, tj. pravac ima s hiperbolom dvije zajed-
ničke tačke u beskonačnosti. 

Iz (a) slijedi: 

b k-+ . - a 
(67) 

Uvrstimo li taj izraz za koeficijent smjera k u jednadžbu pravca 
y kx, dobit ćemo jednadžbe dvaju pravaca: 

To su j e d n ll d ž b e a s i m p t o t a h i p e rb o l e, a jednadžba (67) 
daje njihove koeficijente smjera. 

16* 243 



b 
Načinimo li razliku između ordinate asimptote Ya = -- x i pri-

a 

padne ordinate hiperbole y 11 b y' y 2 a2 i to tako da načinimo raz-
a 

liku kvadrata tih jednadžbi, i uzmemo li u obzir da je y 2a y 2h = 
= (Ya y") (Ya + Yh), dobit ćemo za tačke prvog kvadranta izraz: 

b2 . 
Ya-Yh =--

Ya + Yh 

koji kazuje da je razlika Ya Yh uvijek pozitivna i da pada i teži k nuli 
kad nazivnik Ya + Yh raste, a to znači da promatrani luk hiperbole leži 
uvijek ispod asimptote, kojoj se približava sve više i više, pa je dira u 
beskonačnosti. A s i m p t o t e s u d a k l e t a n g e n t e n a h i p e r
b o l u u b e s k o n a č n o d a l e k o j t a č k i. Do sličnih zaključaka do
lazimo promatrajući odnos asimptota i hiperbole u drugim kvadrantima. 

y 

A 

B a X 

b 

Sl. 115 

. . Iz jednadžbi asimptota slijedi neposredno njihova k o n s t r u k
e 1 J~' ako su J?OZnate o~je osi 2a i 2b hiperbole. Konstruiramo li pravo
k~.tmk sa stramcama 2a 1 2b, kako to pokazuje slika 115, bit će produžene 
diJag.onale tog pravokutnika baš asimptote zadane hiperbole, jer iz pravo
kutmh trokuta OAA1 i OBB1 slijedi: 

b 
tg <Xl --

a 

a 

a to su prema (67) koeficijenti smjera asimptota . 
• 
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Primjedba l. 

Približna slika hiperbole riše se tako da se u kutove asimptota kon
struiranih na gore opisan način prostoručno urišu obje grane krivulje. 

Primjedba 2. 

Iz pravokutnog trokuta OAA1 (vidi sl. 115) slijedi: OA1 V a2 + b2, 
a to je e prema (59). Drugim riječima, poludijagonala pravokutnika jed
naka je linearnom ekscentricitetu hiperbole. Odatle slijedi k o n s tr u k
e i j a ž ar i š t a F1 i F2 hiperbole, koja je prikazana na slici 115. 

Primjedba 3. 

Za istostranu hiperbolu pravokutnik predočen na slici 115 prima 
oblik kvadrata, jer je b a, a jednadžbe asimptota istostrane hiperbole 
prema (68) glase: y x i y x. To su raspolovnice kvadranata koordi
natnog sustava. 

Primjer: 

Treba izračunati osi, linearni i numerički ekscentricitet i parametar hiperbole 
9xz 4y! = 9, napisati jednadžbe njenih asimptota i izračunati kutove koje asimptote 
zatvaraju s osi + X. 

ili: 

odatle: 

Prema (59): 

Prema (60): 

Prema (62): 

9x~ 4y! = 9 l : 9 

4 
xz y2 = l 

9 

x2 ~ y· 
- l. -

l 9 
-
4 

al! =- l; a= l; 2a = 2. 

3 
b - . 2b = 3. - 2' 

e= 
9Vl3 

l+-= = 
4 2 

3,61 
. = l ,80. ., -

l ,80 
E: = = l ,80 ( > l). 

l 

9 
-

9 
2p = . 

2 

Prema dobivamo jednadžbe asimptota: 

3 
l. Y = -x, 

2 
II. 

3 
y= --x. 

2 
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Koeficijent smjera asi.mptote I: 
3 

tg cx1 = - = 1,5 
2 

log tg a1 = 0,17609 = 10,17609 10 

a 1 = 56° 18' 35". 

Koeficijent smjera asimptote II: 
3 

tgaz =-
2 

= -1,5. 

a: = 1800 a, = 180° 56° 18' 35 .. = 123° 41' 25. 

b) Jednadžbe tangente, normale i polare, povučenih u zadanoj tački 
hiperbole 

Na način koji je opisan kod kružnice i elipse dobiva se 

l) uvjetna jednadžba: 

Z2 k2a2- b2 , (69) 

kojoj moraju zadovoljavati koeficijent smjera k i odsječak l na osi Y 
pravca y kx + l, da taj pravac bude tangenta hiperbole b2r a2y2 = 
= a:?b 2 , a koordinate dirališta tangente odrede se iz formula 

ka2 

xl= 
l 

b2 
(69a) 

Yt- • 

' l 

2) j e d n a d ž b a t a n g e n t e u t a č k i T1 (x1, y 1) h i p er b o l e 

(70) 

ili u eksplicitnom obliku: 

b2 x b2 

y= Ix- ' 
a2Y1 Yt 

• pa Je: k o ef i e i j e n t s m j er a t a n g e n t e; (71) 

3) j e d n a d ž b a n o r m a l e u i s t o j t a č k i T 1 (x1, y 1) h i
perbole: 

(72) 
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4) j e d n a d ž b a p o l a r e. 

(73} 

gdje su x 0 i y 0 koordinate pola P. 

Usporedimo li jednadžbe koje smo napisali za hiperbolu s pripad
nim jednadžbama elipse, opažamo da se te jednadžbe razlikuju samo u 
predznaku jednog člana. 

e) Konstrukcija tangente u zadanoj tački hiperbole 

Konstrukcija tangente u zadanoj tački T1 hiperbole osniva se na nje
nom svojstvu da r a s p o l a v l j a n u t a r n j i k u t, k o j i č i n e r a
d i j -vektor i p o v u č e n i u d i ral i š t e. (Vid L dalje primjer 
l. i sl. 116, na kojoj je prikazana konstrukcija tangente). 

d) Jednadžbe tangenata povučenih iz zadane tačke izvan hiperbole 

Kao i kod elipse, jednadžbe tangenata povučenih na hiperbolu 
b2 x 2 a2 y2 a2 b2 iz z:1dane tačke P (x0 , y 0 ) možemo napisati na dva na-
čina, i to pomoću uvjetne jednadžbe ili pomoću jednadžbe polare. 

(Vidi dalje primjer 2. i sl. 117, na kojoj je također prikazana kon
strukcija tih tangenata). 

Primjer l: 

Treba napisati jednadžbe tangente i normale povučene na hiperbolu 

20 
25x1 9y! = 225 u tački T 1 (5,-

3 
) hiperbole (sl. 116). 

ili: 

Ul: 

25x1 9yz = 225. 

Kako je 25 . 9 = 225, slijedi s obzirom na (63) 

Prema (70): 

a2 = 9. 

20 
25·5x + 9· y = 225/:5 

3 

25z + 1211 45 = O 

25 45 
y=-12x+12 

v = 2,08z + 3,75. 

tražene 
jednadžbe 
ta ngen te. 
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/ 
l 

b= S l 
l 

l 
l 
l 

f; a Qc] 

........ 
........ t ........ 

........ 

........ 
........ 

b 
' ' 

' -...!'# 
........ 

SL 116 

Prema (72): 

20 9·20 
y + = + (x- 5) 

3 3·25·5 

20 12 12 
y +- =- x---

3 25 5 

12 136 
ili: y= -x-

25 15 

ili: 11 = 0,4Bx 9,07 

ili: 36x 7511 680 = O. 

{Vidi sl. 116, u kojoj je isti primjer riješen grafički.) 
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l 

5 l F, 

l l 
l l 
l l 
l l 
l Ir, 
l l 
l l 

X 

tražene jednadžbe 
not male. 



Primjer 2. 

Treba napisati jednadžbe tangenata povučenih na hiperbolu xz- yt =64 iz 

28 
tačke P {12, 

3 
) i odrediti koordinate dirališta tih tangenata (vidi sl. liO)! 

l. način: 

a prema (69): 

x~ Y·• 
---"=l 
64 64 

- istostrana hiperbola 

Tangenta v = kx + l prolazi tačkom P, dakle: 

28 
- = 12k +l, 
3 

Z2 = 64k2 64. 

Iz tog sustava jednadžbi odredimo k i l 

Iz l. jednadžbe slijedi: 

:!8 
1=-l"k+-

- 3 

Uvrštenje u 2. jednadžbu daje: 

ili: 

Odatle: 

Prema (a): 

784 
144k2 - 224k + = 64k2 

- 64 
9 

1360 
SOk!- 224k + = 0/: 80 

9 

14 17 
k2 - k-. = o. 

5 9 

7 
k =--1-1 .. ........ 

·- 5 

49 

25 
-

17 

9 

1 V44t - 425 
kl 2 =- ± .:,__ ___ _ 

• 5 15 

7 4 
kl2=-±-

' 5 15 

32 
--; 

3 

17 
~ = 15 

(a) 
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Uvrštenje u 11 = k:r + t daje: 

.5 32 
y= x-

3 3 

17 64 
y = 15 X- 1.5 

ili u implicitnom obliku: 

5:r 311 32 = o 

17:r l5l/ 64 = o. 

tražene jednadžbe 
tangenata. 

Koordinate dirališta T1 (x1, y 1) i T2 (x2, y 2) tangenata dobivamo po
moću formula (69a). U tu svrhu uvrstimo: 

17 
za tangentu t1 : kl = ' 

15 

64 
ll-- ' 

15 

a2 64, b 2 - 64: 

32 
za tan gentu t2 : -

3 ' 

Dobivamo: 

za ta ngen tu t 1 : 

za tangentu t2 : 

a2 64, 

x., 10, 
~ 

b2 64. 

Yt 15; 

Y2 6. 

Dirališta tangenata: T1 (17, 15) i T2 (10,6). 

(Vidi sl. 117 na kojoj je taj primjer prikazan grafički., 

2. način. 

Napisavši prema (73) jednadžbu polare, dobivamo sustav jednadžbi 
za određivanje koordinata dirališta: 

ili: 

250 

-y2 64 

64 · 12 X 64 · 
28 

y = 64 · 64 
3 

x 2 -y: =64 

28 
12 x-

3 
y = 64. 



Iz 2. jednadžbe slijedi: 

X 

a uvrštenje u l. jednadžbu daje: 

49 ., + 224 
Sly· 27 Y+ 

256 
-y2 = 64 

9 

ili: 

Odatle: 

32 2 
---y + 

81 

224 
27 y 

320 
-

9 

y2 21 y + 90 o. 

Sl. 117 

Y = + 21 ± 
1,2 2 

441 
4 

21 + 9 
-2 2 

Yt 15; Y2 6 

X 1 17; X2 10. 

-90 

-
81 

32 

2SJ 



Dakle su dirališta tangenata: T1 (17, 15) i T2 (10, 6). 

Uvrštenje koordinata dirališta i a2 b2 64 u formulu (70) daje: 

64 · l 7 X 64 · 15 y 64 · 64 

64 · l 0 X 64 · 6 y 64 · 64 

ili: 17 X 15 y 64 0 . . . tl 

5 X 3 y 32 0 ... t2 

(Vidi sl. 117 .) 

tražene jednadžbe 
tang enata. 

e) Konstrukcija tangenata povučenih iz tačke izvan hiperbole 

Slika 117, na kojoj je primjer 2 riješen grafički, prikazuje tu kon
strukciju. 

Lukovi kružnica povučenih iz P polumjerom r PF1 i iz žarišta F 2 
polumjerom T 2 a sijeku se u suprotištima sl i s2. Spojnice žarišta F2 
sa suprotištima sijeku hiperbolu u diralištima T1 i T2 traženih tangenata. 

5. JEDNADZBA ISTOSTRANE HIPERBOLE S OBZIROM NA KOORDINATNI 
SUSTAV, CIJE SE OSI PODUDARAJU S ASIMPTOTAMA IDPERBOLE 

Jednadžba istostrane hiperbole s obzirom na koordinatni sustav 
X' O Y' prema (65) glasi: 

x'2 y'2 a2• (a) 

Okrenimo koordinatni sustav X'OY' oko ishodišta O za kut a 450 
u položaj X O Y, tj. tako da se koordinatne osi poklope s asimptotama 
hiperbole (vidi sl. 118). 

Prema (6) imamo tada: 

l 

X · COS ( 45°) y · sin ( 45°) lf2cx + y) X 
2 

l x · sin ( 45°) + y . cos ( 45°) X+ y) y 
2 

Uvrstimo u (a): 

_I (x + y)2 - l ( x + y)2 a! 
2 2 

Odatle dobivamo traženu jednadžbu hiperbole: 
.. 

a~ 

xy-
2 

ili: (74) .. l a~ 

y- • • 
2 X 
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6. POPIS FORMULA l UPUTE ZA RJESAVANJE ZADATAKA U VEZI 
S HIPERBOLOM 

Z a d a n a h i p e r b o l a i m a s r e d i š t e u i s h o d i š t u (0, O), 
te njena jednadžba glasi: 

b2x2 ., ., 
a-y-

., 'l 

ili: 
x- v-

• -- l. 
a2 b2 

y 

y' 

Sl. 118 

A. Z a d a n o j e d 1 ral i š t e T1 (x1, y 1) t a n g e n t e. 

l. J e d n a d ž b a t a n g e n t e: 
b2xxl a2yyl a2b2. 

2. J e d n a d ž b a n o rm a l e : 

Y Y1=- l (x xl), 
k 

gdje je k koeficijent smjera tangente, uzet iz jednadfbe tangente 
izračunate prema l. 

B. D i r a l i š t e t a n g e n t e n i j e z a d a n o. 

l. J e d n a d ž b a t a n g e n t e : y k x + l. 
Nepoznanice k i l odrede se 
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1) iz uvjetne jednadžbe: Z2 k! at b! i 
2) iz još jedne jednadžbe, koju treba napisati prema onome što je 

u zadatku zadano. 

2. K o o r d i n a t e (x1, y 1) d i r a l i š t a ·t a n g e n t e 
mogu se odrediti na dva načina 

1) pomoću formula: 

xl=---
1 

b2 
Yt -

l ' 

u koje se za k i l uvrste vrijednosti izračunate prema l. 

2) riješe se zajedno jednadžba zadane hiperbole i jednadžba za
dane tang en te izračunate prema l. Kontrola računa: diskri-
minanta D O. 

3. J e d n a d ž b a n or m a l e u d ir a l i š t u T1 (x1, y1); 

Y Yt=-
1 

(x x 1), 
k 

gdje je k koeficijent smjera tangente, uzet iz jednadžbe tangente 
izračunate prema l. 

4. J e d n a d ž b a p o l a r e : 

b2xoX a2YoY = a2b2, 

gdje su x 0 i y 0 koordinate pola. 
Riješi li se sustav od jednadžbe polare i jednadžbe hiperbole, dobiju 

koordinate dirališta tangenata na hiperbolu iz pola P. Dalje se postupa 
ako je pokazano pod A, pa se i na taj način mogu odrediti jednadžbe 

angenata na hiperbolu iz zadane tačke P izvan hiperbole. 

C. J e d n a d ž b e a s i m p t o t a : 

b b 
y =--X; y = --x. 

a a 
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§ll. PARABOLA 

L DEFINICIJA l K UKCIJA PARABOLE. NJEN PARAMETAR 
l NUMERICKI EKSCENTRICITET 

P a r a b o l a j e g e o m e t r i j s k o m j e s t o t a č a k a, z a k o j e 
j e u d a l j e n o s t o d č vrst e t a č k e, ž ar i š t a, (fokus a) j e d
n a k a u d a l j e n o s t i od č v r s t o g p r a v e a r a v n a l i e e. 

Iz definicije parabole slijedi njena k o n s t r u k e i j a. (Vidi sl. 119). 
Nanesemo li na os X dužine OF OR P/2 i uzmemo li da je F 

žarište parabole, a pravac R1RR2, koji je okomit na os X, njena ravnalica, 
bit će prema definiciji parabole ishodište O jedna tačka parabole. 

R, y 

• A ---- --------
l 
l 

A; l - -
l 
l 
w 
l 
l 
l 
l 

R K 
l 

K l X J( 

• o T 

p 

----+----

Sl. 119 
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Nanesemo li na okomicu povučenu na os X kroz žarište F dužine 
F A1 F A 2 p, dobit ćemo još dvije tačke A1 i A 2 parabole, jer je prema 
slici 119: FA 1 A1A'1 FR p, i FA 2 A 2A'2 FR p. Ostale tačke 
parabole dobit ćemo tako da os X siječemo okomicama K, K 1, K 2 itd. 
pa iz fokusa F, kao središta, siječemo te okomice kružnim lukovima polu
mjera RK, RK11 RK2 • • ., koji su jednaki udaljenostima tih okomica od 
ravnalice. N a taj način možemo dobi ti koliko god želimo tačaka parabole. 

Dužina 2 p tetive koja je povučena kroz žarište F okomito na os 
parabole (os X) zove se p ar a m e t ar p ar a b o l e, koji je također jed
nak četverostrukoj udaljenosti žarišta od vrha parabole. 

Parabola nema središta, pa se za n u m e r i č k i e k s e e n t r i t e t 
uzima omjer ordinate parabole u žarištu, tj. poluparametra p, i udaljenosti 
p žarišta od ravna lice: 

E 
p 

p 
=l za parabolu. 

2. VRSNA JEDNAD:lBA PARABOLE 

(75) 

Iz svojstava parabole slijedi za koju god tačku T (x, y) te krivulje: 

FT= TA 

a kako na sl. 

je TA T'R 

119 vidimo da je FT hipotenuza pravokutnog 6 FT'T, dok 

p + x, dobivamo: 
2 

ili: 

y2 + x-p 2 

2 

y2 + x2-px + 

p 

2 
p2 

4 

y 2 = 2 p X 

+x j2 

.., 
p~ 

+p x + x 2 -
4 

(76) 

To je 
ovako: 

v 

v rs n a jednadžba p ar a b o l e, koju možemo pisati i 

y ± V2 p X (76a) 

Iz slike 119 vidi se približna konstrukcija parabole kojoj je zadana 
jednadžba y 2 2 p x. Na os X nanese se p/2, pa se dobije žarište F, u F 
se konstruira okomica na os X na koje se nanesu gore i dolje polupara
metri p. Vidi također sl. 120, na kojoj su konstruirane parabole kojima 
je 2 p 4, pa je p 2 i p/2 1. 

Ako je parabola otvorena prema l i j e v o, ona ima jednadžbu 

i li : 
y 2 2 p X 

y ± JI 2 p x, 
(76b) 

~er za y dobivamo realne vrijednosti, pa dakle i tačke parabole, kad je 
1zraz pod korijenom pozitivan, a to je moguće samo~ za n e g a t i v n e 
vrijednosti x. 
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ZlllllJjenimo li u jednadžbama (76) i (76b) x sa y. a y sa x. dobit ćemo 
jednadžbe parabola: 

l 
1) x:.! = 2 p y ili 

., 
y = -.x-, 

2p 
koja je otvorena prema gore, 

2) .1.':! = - 2 p y ili y = - l 
2p 

.r:.!. koja je otvorena prema dolje. 

Slika l 20 prikazuje sve četiri parabole polu parametra p = 2 . 

l 

-' [J 
2~ J 

Sl. 120 

l 
l 
lp~ 2 

l 
l 

1 

l 
l 
lP =l 
l 
l 

. , • • 

2 

• 
L.' 

.J. ,, 
• 

X 

-; . ... 
,\ 

' 
~---
' -

3. PRAVAC I PARABOLA 

a) Jednadžbe tangente, normale i polare, povučenih u zadanoj 
tački parabole 

• 
Na način koji je opisan kod kružnice i elipse dobiva se 

l) u v j e t n a j e d n a d ž b a : -
p= 2 k l, 

• 

(77) 

kojoj moraju zadovoljavati koeficijent smjera k i odsječak l ha osi Y. prav
ca y k x + l, da taj pravac bude tangenta parabole y 2 2 p .r, a koordi
nate dirališta tangente određuju se iz formula: 

l 
xl---

k 
• 

(77a) 
Yt = 2Z 
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2) j e d n a d ž b a t a n g e n t e u t a č k i T 1 (x1, y 1) p ar a b o l e 
y:! 2 p .:r : 

YYt - P (x + x,) 

ili u eksplicitnom obliku: 

• pa Je: 

k= 

v= 
~ 

p x + pxt 
Yt Y1 

p koeficijent smjera te tangente. 
Yt 

(78) 

(79) 

3) j e d n a d ž b a n or m a l e u i s t o j t a č k i T 1 (x1, y 1) p ar a
b o l e : 

Yt y- Yt =- -=--=- (x x,). (80) 
p 

4) jednadžba polar e: 

YYo = P (x + Xo), (81) 

gdje su x 0 i y 0 koordinate pola P. (Vidi dalje sl. 122.) 

b) Konstrukcija tangente u zadanoj tački parabole 

Konstrukcija tangente na parabolu u zadanoj tački T1 krivulje osniva 
se na njenom svojstvu da je kut. koji zatvaraju u diralištu tangenta i radij
-vektor. jednak kutu između radij-vektora i pravca povučenog kroz 
diralište usporedno s osi X. (Vidi dalje primjer l i sl. 121.) 

e) Jednadžbe tangenata povučenih iz zadane tačke izvan parabole 

Jednadžbe tangenata povučenih iz zadane tačke P (x0 , y 0) možemo 
opet napisati na dva načina i to pomoću uvjetne jednadžbe ili pomoću jed
nadžbe polare. (Vidi dalje primjer 2 i sl. 122, na kojoj je također prikazana 
konstrukcija tih tangenata). 

Primjer l. 

Treba napisati jednadžbe tangente i normale povučenih na parabolu y2 = 6 x 
u tački T 1 apscise x 1 = 3,5 l ordinate y 1 >O. (Sl. 121) 

ll = 6 x; y: = 2 p x; 2 p= 6; 
p 

P = 3•- = 15 
t ..., l , -

x. ~e 3,5, dakle u •. ~ = ± v 6 . xl = ± Jl6 . 3,5 = ± ]'21 = ± 4,58; YI = + 4,58. 

T 1 (3,5 ; 4,58). 
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Prema (78): 

Odatle: 

ili: 
Prema (80): 

Odatle: 

ili: 

4,58ll = 3 (X + 3,5). 

3x 4,58ll + 10,5 = O 

ll = 0,66x + 2,29. 
tražene jednadžbe 

tang en te. 

4,58 
y 4,58 = -

3 
(x - 3,5). 

4,58x + 3y 29,77 = O 

ll = l ,53x + 9,92. 
tražene jednadžbe 

normale. 

(Slika 121 prikazuje grafičko rješenje toga primjera.) 

R y 

l-- --- +- -- - ----

l 
l 

l n 
rl 
l 

l CJ,= t,,58 
l 

l 

l l 
l 

l 
l 

X 

o 1 F 2 x,=3,5 

Sl. 121 
Primjer 2. 

Treba napisati jednadžbe tangenata povučenih na parabolu llr = Sx iz tačke 
P ( 4, 2) i odrediti koordinate d.irališta tih tangenata (sl. 122). 

5 
ll! = 5x; ll~ = 2px; p = . 

2 

l. način. 

Tangenta ll= kx + l prolazi tačkom P, dakle: 

2 = 4k +l, 
5 

a prema (77): - = 2 k l. 
2 

Iz toga sustava računamo 
k i l. 

17* 

• 
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Iz l. jednadžbe slijedi: 

z= 2 + 4k, 

a uvrštenje u 2. jednadžbu daje: 

odatle: 

Odatle: 

Prema (a): 

lli: 

ili: 

s 
- = 2k (2 + 4k) 
2 

l 5 
k2 + k- =o. 

16 2 

l 
kl 2 = - ± . 4 

l + 5 
16 16 

-l ± 11 6 
kl 2 = . . 4 

k 1 = 0,3624 = 0,36, kz = 0,8624 ...:_ 0,86 

l, = 3,4496 = 3,45 4 = 1,4496 ...:_ 1,45. 

Uvrštenje u 11 = kx + l daje: 

ll = 0,36x + 3,45 

y = 0,86x 1,45. 
tražene jednadžbe 

tangenata. 

(a) 

Koordinate dirališta T 1 (x1, ll!) i T~ (x2, l/2) tangenata dobivamo pomoću formula 
(77a): 

za ta ngen tu t 1 : 

3,4496 
x 1 = = 9,52 

0,3624 

YI = 2. 3,4496 = 6,90; 

za ta ngen tu t.: -
-1,4496 

x 2 = ---- = l 68 
-0,8624 ) 

Y~ = 2 . 1,4496 ='= 2,90. -
Dirališta tangenata: 

T 1 (9,52; 6,90) 

T 2 (1,68; 2,90). 

(Vidi sl. 122 na kojoj je taj primjer prikazan grafički.) 

2. način. 

Prema (76) i (81) dobivamo dvije jednadžbe za određivanje koordinata dira
lišta tan gena ta: 

260 

11~ = 5x 
5 

2 v=- (x- 4) - ., -
yz = 5x 

4y = 5.r 20. 

-

(a) 



Uvr~tenje prve jednadžbe u drugu daje: 

odatle: 

ili: 

ili: 

y~ 4y 20 = o. 

tla•2 = 2 ± V 4 + 20 

tla•z = 2 ± 4,90 

Ya = 6,90; Y 2 = 2,90. 

a prema (a): .r 1 = 9,52; xt = 1,68 

Dakle su dirališta tangenata T 1 (9,52; 6,90) i T 2 (1,68; 2,90). 

P(-4, 2 J 

l 
l 

s, 

P~.2/ 
2 4 

T,.,.". +--------------
y 

l 
l 

t, l 
l 

~() l IJ, .. 6,90 
tr~ l 
~ l 

l 
l 
l X 

o 1 x,-9,52 

Sl. 122 

5 
Uvtštenje koordinata dirališta i p= 

tangenata: 

u formulu (78) daje tražene jednndžbe 
2 

ili: 

(Vidi sl. 122.) 

6,90y = 
5 

(.T + 9,52) 
2 

5 
- 2,90y = 

2 
(X + 1,68) 

y = 0,36x + 3,45 

11 = 8,86x 1,45 
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d) Konstrukcija tangenata povučenih iz tačke izvan parabole 
• 

Slika 122, na kojoj je primjer 2. riješen grafički, prikazuje tu kon
strukciju. 

Luk kružnice koja je opisana iz P, a ide žarištem F, siječe ravnalicu 
R parabole u suprotištima S1 i S2 • Pravci kroz S 1 i S 2 usporedni s osi 
X sijeku parabolu u diralištima T 1 i T 2 traženih tangenata. 

e) Dijametri parabole. Konstrukcija parabole kojoj su zadani dijametar 
i jedna polara , 

Iz jednadžbe po lare (81): yy0 = p (x + x 0 ) vidimo da njen koeficijent 

smjera k p ne ovisi o apscisi pola x 0 , već samo o ordinati y 0 • Iz toga 
Vo -

slijedi da polovima, koji leže na pravcu usporednom s osi parabole, odgo-
varaju usporedne polare. Taj pravac zove se d i j a m e t a r parabole 
(sl. 123). Dijametar raspolavlja tetive parabole koje su povučene uspo
redno s tangentom, odnosno polarom. 

' y t 

d(/ametar 

X 

Sl. 123 

Sl. 124 prikazuje k o n s tr u k e i j u p ar a b o l e k o j o j s u z a
d a n i d i j a m e t a r i j e d n a p o l a r a. 

f) Konstrukcija parabole pomoću tangenata 

u l. 

262 

Sl. 125 prikazuje najjednostavniji način konstrukcije parabole. 
Istodo~no s određivanjem tačaka parabole na način koji je opisan 

poglavlJu ovog §-a, određuju se sjecišta tangenata s osi parabole, pa 



dakle i tangente na parabolu, a usput se dobivaju i sjecišta normale 
s tom osi. 

g) Ploština parabole 

Prema sl. 119: 
-, 

}J - - X · 2 \' = - X V. 
3 - 3 -

m lY 

J f----,L--

di/a metar 
~--------~------------------~ ~ 

~ 
~ 
~ 

21--4--

31---\---~.-----....:: 

J ll Ill !Y 

Sl. 124 

4. POPIS FORMULA I UPUTE ZA RJESAVANJE ZADATAKA U VEZI 

S PARABOLOM 

Z a d a n a p a r a b o l a i m a v r h u i s h o d i š t u (0, O), te njena 
jednadžba glasi: 

y?. 2px. 

A. Z a d a n o j e d i r a l i š t e T 1 (x 1, y 1) t a n g e n t e. 

l. Jednadžba tangente: 

YY1 

2. Jednadžba normale: 

l 
Y Y1 = --- (x xl), 

ll 

• 
• 
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gdje je k koeficijent smjera tangente, uzet iz jednadžbe tangente 
izračunate prema l. 

B. D i r a l i š t e t a n g e n t e n i j e z a d a n o. 

l. Jednadžba ta ngen te: y = kx +l. 
Nepoznanice k i l određuju se 

l) iz uvjetne jedandžbe: p 2kl • 
l 

2) iz još jedne jednadžbe, koju treba napisati prema onome 
što je u zadatku zadano. 

2. K o or d i n a t e d i ral i š t a (x1, y 1) t a n g e n t e mogu se od
rediti na dva načina: 

l) pomoću formula: 
l 

k 

2 l 
. 

u koje se za k i l uvrste vrijednosti izračunate prema l. 

2) riješe se zajedno jednadžba zadane parabole i jednadžba tan
gente izračunate prema l. 

Kontrola računa: diskriminanta D O. 

lj 

tv / • 

""' ;; / • 
-:>....., ' 

/ry l 
...,...., • 

""' 
·-' ~ 

""' /, f( / ~ 
• 

• 

"' ~ F X 

3' " 2' ' 1
1 o f 2 .J f' 2' 3' 

"' "' \ 
"' \ 

""' " " 

Sl. 125 



3. Jednadžba normale u diralištu (x 1, y 1): 

l 
Y Y1 =---(x xl), 

~~ 

gdje je k koeficijent smjera ta ngen te. uzet iz jednadžbe izračunate 
prema l. 

C. J e d n a d ž b a p o l a r e 

YYu P (x + Xo), 

gdje su x 0 i Yu koordinate pola. 

Riješi li se sustav od jednadžbe polm·e i jednadžbe parabole, dobiju 
se koordinate dirališta tangenata iz pola P. Dalje se postupa kako je 
pokazano pod A, pa se i na taj način mogu odrediti jednadžbe tangenata 
na parabolu iz zadane tačke P izvan parabole. 

Već smo spomenuli: 
l) da je parabola y:!. = 2px, kojoj je os simetrije os X, otvorena 

prema d e s n o, dok je parabola y:!. 2px otvorena prema l i j e v o, 
2) da je parabola x 2 2py, kojoj je os simetrije os Y, otvorena prema 

g or e, dok je parabola x'2 2py otvorena prema d o l j e. Vidi sl. 120, 
na kojoj su prikazane parabole y:!. 4.r i y:!. 4x, a također parabole 
x 2 4y i x 2 4y. 

2 
fy-n)= -2P {x-m) 

V(m,n) os simetrije 
----- ------ -----------

l 
l 
l 

nl 
l 

• 

l 
m l X 

Sl. 126 

Izvršimo li translaciju parabola y 2 2px i y 2 2px, odnosno pa-
rabola x 2 2py i r 2py, za dužinu m duž osi X i za dužinu n duž 
osi Y, glasit će jednadžbe tih parabola s obzirom na formule 5a): 

(y -n)2 2p (x-m) • 
l (y- n)2 - --2p (x-m) (a) 
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odnosno: 

(x m)2 2p (y n) i (x m)2 

Vidi sl. 126 i 127. 

m 

o 

l 
l 
l 
l os simetrije 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l v(m.n 

l 
l 
l 

ni 
l 
l 
l 
t---

l 
l 

• • 

Sl. 127 

-2p (y n) (b) 

2 
(x-m) =-2p(!j-n) 

X 

Prikažemo li jednadžbe parabola (y nf 2p (x m) i (x m)2 = 
= 2p (y n) 

u obliku: y':! 2ny 2px + (nl! + 2pm) O 

odnosno: x:? 2mx 2py + (m2 + 2pn) O 

i označimo li koeficijente od x s 2D, koeficijente od y s 2E, a slobodne čla
nove s F, glasit će jednadžbe parabola: 

y 2 + 2Ey + 2Dx + F O (e) 

odnosno: 

x 2 + 2Dx + 2Ey + F O (d) 

U jednadžbu (e) ne ulazi član sa x 2 , pa je možemo prikazati u obliku 
(a), dok u jednadžbu (d) ne ulazi član sa y 2, pa je možemo prikazati u obliku 
(b). Iz toga slijedi: jednadžba (e) predočuje parabolu kojoj je os simetrije 
usporedna s osi X, a otvorena je prema desno, odnosno prema lijevo, dok 
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jednadžba (d) predočuje parabolu kojoj je os simetrije okomi ta na os X, 
a otvorena je prema gore, odnosno prema dolje. 

Primjeri: 

l. Konstruiraj parabolu 

Vidi sl. 128. 

ye + 6y + 4x + l = O 

(y 2 + 6y + 9) = ·b: 1 + 9 

(y + 3)! = -4 (x 2) 
p 

V(2, 3); 2p=4; p=2; =1. ., 
t y 

o f 

l 
l 

2 

l 
l 
l 

-

p 
lJ 

l 
l 
l 

l l l 
1-J l l 

l l l 

1p=2 1 l 

l l : 

----- -+---+_!-+_, _ _J_ __ _ 
o 

IF 
l 
JP=2 
l 
l 

Sl. 128 

V(2, -J)I 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 

2. Konstruiraj parabolu 

Vidi sl. 129. 

x~ + 2x 6y + 13 = O 

cxz + 2x + l) = 6y 13 + l 

(x+I)~=6(y 2) 

v (- l' 2); 2p = 6; 
p 

p= 3; - = 1,5. 
2 

3. Odredi jednadžbu parabole kojoj je vrh V ( 2, 3), a prolazi 
tačkama A (0, 4) i B ( 4, 4), pa je konstruiraj. 

Iz koordinata zadanih tačaka parabole slijedi da je os parabole oko
mita na os X, pa jednadžba parabole glasi: 

(x + 2)2 2 p (y + .3) 
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l 
l 
l 
l 

y 

p=3 l P=3 -------1--- --

:# 
l 
l 
1 V(-1,2) 

:~ 
l l 

--------~--- ---R 
l 

-t o f 

Sl. 129 

X 

Da bismo odredili 2 p, uvrstimo koordinate tačke A (0, 4) ili 
B ( 4. 4) u gornju jednadžbu. Dobivamo: 

(O + 2)2 2 p ( 4 + 3) 
odatle je: 

2p 4 
pa jednadžba zadane parabole glasi: (x + 2)2 =- 4 (y + 3) 

Slika 130 prikazuje tu parabolu. 
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-2 

l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l V(-2,-3) 

1 

o 

l 
IF 

8(-4,-4) -----+-----
1 
l 
l 
l 
l 
l 
l 

Sl. 130 

f 

A(0,-4) 

X. 



§ 12. OPćENITO O KRIVULJAMA DRUGOG REDA 
ILI PRESJECIMA STOSCA 

l. PRESJECI STOSCA 

Siječemo li plašt stošca ravninama R, koje ne prolaze vrhom stošca, 
nastaju presječne krivulje i to (vidi sl. 131): 

\ 
\ l 

Q . • 

/ 
/ 

l 

1<, 
\ 

L-;+-----~ 

l 
l 
--------

- -------
l 

l 

< 
\ 

Sl. 131 

l) kr u ž n i e a ili e l i p s n, ako ravnina siječe sve izvodnice 
stošca. U slučaju kružnice ravnina R1 je usporedna s osnovkama stošca, 
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jer je njezin prikloni kut ~ 1 O. U slučaju elipse ravnina R2 ima prikloni 
kut ji

2
, koji je manji od priklonog kuta a izvodnica stošca. 

2) p a r a b o l a, ako je ravnina Ra usporedna s jednom izvodnicom 
stočca. Tada je ~3 a. 

3) h i p er b o l a, ako je ravnina R4 usporedna· sa dvije izvodnice 
stošca. Tada je (34 > a. 

2. OPCA JEDNADZBA PRESJEKA STOSCA U PRAVOKUTNIM KOORDINATAMA 

Ta jednadžba glasi: 

Ax2 + 2 Bxy + Cy2 + 2 Dx + 2 Ey + F o. (82} 

Znamo već da ta jednadžba predočuje: 
l) kr u ž n i e u u općem položaju, ako je A l, C l i B O 

(vidi jednadžbu 28) ili ako je A C i B O; osim toga mora biti 
D2 + E2 > F nakon transformiranja jednadžbe u oblik (28); 

2) e l i p s u ili h i p er b o l u, koja je translacijom prenesena iz 
središnjeg položaja, ako je B O, tj. ako u jednadžbi (82) nema člana s 
.ry, pri čemu je za elipsu potrebno da su koeficijenti A i C istog predznaka 
(vidi jednadžbu 48), a za hiperbolu protivnog. 

Sadrži li prema tome jednadžba oblika (82) i član sa xy, ona predo
čuje elipsu, parabolu ili hiperbolu u općem položaju (tj. uz translaciju 
krivulje izvršena je i rotacija) i to: 

elipsu, ako je 

hiperbolu, ako je 

parabolu, ako je 

AC B2 >O 

AC B 2 <O 

AC-B2 =O. 

(83} 

Jednadžbe krivulja kojima je središte u ishodištu, nemaju linearnih 
članova, tj. članova sa x i y. [Vidi jednadžbe (25), (45) i (63)]. 

3. REDUKCIJA OPCE JEDNADZBE KRIVULJA DRUGOG REDA 

Redukcija se sastoji u tome da se translacijom i okretanjem koordi
natnog sustava zadana opća jednadžba: 

Ax2 + 2 Bxy + Cy2 + 2 Dx + 2 Ey + F O 

sv~de na najjednostavniji oblik, u kojem se osi simetrije krivulje poduda
raJU s koordinatnim osima, tj. na središnji, a za parabolu na vršni oblik. 

a) Postupak za elipsu i hiperbolu (Vidi sl. 132) 

l) određuju se koordinate x 0, y 0 središta S krivulje: 
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BE CD 
Xo-

AC B2 

BD AI:: 
(84) 

Vo= 
~ 

AC B2 

2. Translacijom prenosi se koordinatni sustav XOY u položaj X'SY' 
da se uklone linearni članovi. 

S obzirom na taj novi sustav X' SY' jednadžba krivulje prima oblik: 

Ax'2 + 2 Bx'y' + ey' 2 + G O, 
gdje je: G Ax0:! + 2 Bx0y 0 + ey0:! + 2 Dx0 + 2 Ey0 + F. 

(85) 

y· 

!:1 " 

o<. o 

'::fo 

o 

Sl. 132 

3) Izračuna se šiljati kut a, koji zatvara s osi X' 
trije krivulje i to prema formuli: 

2B 
tg 2 (J. = . 

A e 

x' 

jedna od osi sime-

(86) 

4) Koordinatni sustav X'SY' okrene se za taj šiljati kut a u položaj 
X" SY" da se ukloni član s xy, pa se dobije središnji oblik jednadžbe zadane 
krivulje: 

A'x"2 + e'y"2 + G O; 

gdje je: A' A · cos2 a + B · sin 2 a + e · sin2 a 
(87) 

C' A · sin2 a B · sin 2 a + e · cos2 a 

G vidi (85). 

Time je redukcija jednadžbe krivulje drugog reda dovršena, te se krivulja 
može lako konstruirati. 
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pr i m j e d b a: Položaj velike osi elipse ili glavne osi hiperbole s 
obzirom na koordinatni sustav X'SY', može se unaprijed odrediti tako da 
se prema formuli: 

G- A + V (G A)2 + 4B2 
rg cxi = -----=--.:...__------:..__ __ _ 

2B 
(88) 

izračuna kut a 1 koji velika, odnosno glavna os krivulje, zatvara s osi 
X' ili X, pri čemu se u toj formuli ispred drugog korijena uzima: 

a) za eli psu: gornji predznak, ako je u (85) G negativan, odnosno 
donji predznak, ako je G pozitivan, 

B> za hiperbolu obratno, tj. gornji predznak za G > O, 

donji predznak za G < O. 

Na taj način može se također ispitati da li je krivulja narisana u pra
vilnom položaju. 

b) Postupak za parabolu (Vidi sl. 133) 

l) Izračuna se kut a, koji zatvara s + osi X os parabole: 

rg a: --
B 

e 
=-

A 

B 

(za tg a> O, a se uzima u prvom, a za tg a < O u drugom kvadrantu). 

(89) 

2) Koordinatni sustav XOY okreće se za taj kut a u položaj X'O Y'. 

S obzirom na taj koordinatni sustav X'OY' jednadžba parabole glasi: 

C' y' 2 + 2 D' x' + 2 E' y' + F O, 

gdje su: e· A + e 
D' = D · cos a + E · sin a 

(90) 

E' = E · cos a - D · sin a. 

3) Izračunavaju se s obzirom na koordinatni sustav X'OY' koordi
nate x' 0 i y' 0 vrha V parabole: 
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, E' 2 - G'F 
Xo=-----

, 

2 G' D' 

E' 
Yo=---. 

G' 

(91) 



4) Koordinatni sustav X'OY' prenosi se translacijom u položaj 
X"V Y", pa jednadžba parabole prima vršni oblik: 

y''2 =-
2 D' 

C' 

Prema tome je parametar parabole: 

y' 

o 

Primjer l. 

2p --

y" 

2D' 

C' 

Sl. 133 

Treba provesti redukciju jednadžbe: 

x''. 

, 
X o 

x" 

4 :rt 5 :rtl + 2 ll1 + 2 :r 5 ll + 3 = o 

i narisati krivulju zadanu tom jednadžbom (sl. 134)! 

Prema: 

.• A.:r1 + 2 B:ry + Cy1 + 2 Dx + 2 Ey + F = O 

s s 

x' 

X 

A= 4; B=- -
2 

; C = 2; D= l; E=- -
2 

; F = 3. 

imamo: 

2S 32 2S 7 
AC- B• = 8- - = - - = - > O ... eli psa prema (83). 

4 4 4 4 

18 B. Apsen: Repetitorij elementarne matematike 

(92) 

(92a) 
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l) Prema (84) koordinate središta S krivulje: 

25 

• 

• 

2) Prema (85): 

--:!. 
4 17 

x0 = --- = + = 2,43 
7 7 

4 

5 
--+10 

s (2,43; 4,29) 

2 30 
Yo = --- = + = 4,29. 

7 7 

4 

G = 4. 5,90 5 . 10,42 + 2 · 18,40 + 2 · 2,43 5 · 4,29 + 3 

G= 5,32 
4 x' 2 5 x' y' + 2 y' 2 5,32 = O. 

To je jednadžba elipse s obzirom na koordinatni sustav X' SY'. 

Prema (86): 

4) Prema (87): 

-5 
tg 2u = 

4
--

2 
= - 2,50. 

(2a)0 = 68° l O' 

2 a= 180° 68° 10' = 111° 50' 

a= 55° 55'. 

sin a = 0,83; 

Cos a= O 56· 
' ' 

sin1 a= 0,69 

cos% a= 0,31 

sin2a =sin 111°50' = cos21°50' = 0,93 . 

A' = 4 · 0,31 2,5 · 0,93 + 2 · 0,69 = + 0,30 

C' - 4 · 0,69 + 2,5 · 0,93 + 2 · 0,31 = + 5,70 

G = 5,32 (vidi gore). 

0,30 x" 2 + 5,70 y"% 5,32 = o l : 5,32 

x•2 y"2 

+ =l 
5,32 5,32 • 

0,30 5,70 

ili: 
x·z y•!l 

17,73 + =l. 
0,93 

To je tražena središnja jednadžba elipse s obzirom na kordinatni sustav X"SY". 

Odatle: 
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velika poluos elipse a= Vl7,73 = 4,21 

mala poluos elipse b = V0,93 = 0,96. 



Pokus: Prema (88): 

tg a 1 = 
-2 -V4 + 2s - + 1,477 

-5 

(uzet je predznak , jer je G< 0). 
a 1 = 55° 55' je kut koji velika os elipse zatvara s osi X' ili X (vidi sl. 134). 

(Sve je računato pomoću logaritamskog računala). 

x" 
lj y' 

O( 
x' 

':Jo 

1 

X 

o l 

Sl. 134 

Primjer 2. 

Treba provesti redukciju jednadžbe 

2,8 X~ 4,2 X ll - 5 y~ + 6 X 3 Y + l = 0 

i narisati krivulju zadanu tom jednadžbom (sl. 135). 

A = 2,8; B = 2,1; C = 5; D = 3; E = - 1,5; F = l. 

a = 4,21 
b = 0,96 
a = 55° 55' 

X 0 = 2,43 
lio = 4,29 

AC- Bz = - 14,00-4,41 = - 18,41 < O ... hiperbola prema (83). 

l) Prema (84): 

3,15 + 15 18,15 
Xo= - =- 0,99 --

18,41 18,41 
s ( 0,99; + 0,11) 

- 6,3 + 4,2 - 2,1 
+O, ll. Yo= - -

-18,41 18,41 
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2) Prema (85): 

G= 2,8. 0,98 + 4,2 · 0,11 5 · 0,01 6 · 0,99 3 · 0,112+ l 

G= 2,12 

2,8 x'1 4,2 x' tl 5 y'1 2,12 = O 

jednadžba hiperbole s obzirom na koordinatni sustav X'SY'. 

3) Prema (86): 

-4,2 
tg 2cx = = -0,54 

7,8 

2 a= 180° 28° 20' = 151° 40' 

a= 75° 50' 

4) Prema (87): 

sin a = 0,97; sin! u = 0,94 

cos a = 0,24; cos! a = 0,06 

sin 2 u = sin 151° 40' = cos 61° 40' = 0,47 

A' = 2,8 · 0,06 2,1 · 0,47 5 · 0,94 = 5,52 

e· = 2,8 . o,94 + 2.1 . o,47 5 . o,o6 = + 3,32 

G = 2,12 (vidi gore). 

- 5,52 x"z + 3,32 y"z 2,12 = O l : 2,12 

", . ., •" 
X • \' -

- + - = l, 
2,12 2,12 

5,52 3,32 

ili: 
x"2 w2 

---+ y =l. 
0,38 0,64 

To je tražena središnja jednadžba hiperbole s obzirom na koordinatni sustav X" S "l". 

Odatle: 

sporedna poluos hiperbole a = y0,38 = 0,62 

glavna poluos hiperbole b = y0,64 = 0,80. 

Pokus: Prema (88): 

- 1,s + V6o,s4 + t7,64 
tg cx 1 = ---------- = - 0,25 

-4,2 

(uzet je predznak +, jer je G < 0). 

u, = 180° 14° 10' = 165° 50' = kut koji glavna os b hiperbole z a t v ar a s osi 
X' ·1· X l l . 
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(Vidi sl. 135). 

y' .. 
)( 

• 

1 

F, 

a 

Sl. 135 

Primjer 3. 

Treba provesti redukciju jednadžbe: 

4 x! 12 x y + 9 y 2 + 6 x + 9 ll + 2 = O 

i narisati krivulju zadanu tom jednadžbom (sl. 136)! 

• A = 4; B = 6; C = 9; D= 3; E= 4,5; F = 2. 

AC B2 = 36 36 = O parabola prema (83). 

l) Prema (89): 

2) Prema (90): 

6 2 
tg Cl = + - = - = o 67 

9 3 ' 

a = 33° 50'. 

sin a = 0,56; cos a= 0,83 

C' = 4 + 9 = 13 

D' = 3 . 0,83 + 4,5 · 0,56 = 5,01 

E' = 4,5 · 0,83 3 · 0,56 = 2,06. 

a = 0,62 
b = 0,80 
u = 75° 50' 
X 0 = -0,99 
Yo = 0,11 

X 
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1,311'1 + 10,02 x' + 4,1211' + 2 =O 
sustav X'OY'. 

jednadžba parabole s obzirom na koordinatni 

• 

Prema (91): 

4) Prema (92): 

0.5 y 

y' 

x' 

Sl. 136 

0.5 

x'0 = 0,17 
11'0 = 0,16 
a= 33° 50' 

X 

2,06~ - 13. 2 

2 · 13 · 5 ,O 1 
-0,17 

v ( 0,17; 0,16) 
2,06 . o 16 Yu=- =-' · 
13 

·" 2· 5,01 • 
\'. = ----x 
. l 3 

y" 2 = 0,77x". 

To je tražena vršna jednadžba parabole s obzirom na koordinatni sustav 
X"VY". (Vidi sl. 136.) 

4. OPCA JEDNADZBA PRESJEKA STOSCA U POLARNIM KOORDINATAMA 

Ta jednadžba glasi: 

p r = __ __;:_ __ _ • 

l -e: cos 
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Tu je: 

p- zadana pozitivna konstanta poluparametar p 

E numerički ekscentricitet krivulje. 

Prema tome jednadžba predočuje: 

za O < E < l elipsu 

za E O kružnicu 

za f > l hiperbolu 

za E = l parabolu 

[vidi ( 42a)] 

[vidi (43)] 

[vidi (61)] 

[vidi (75)] 

• 

Pol koordinatnog sustava nalazi se za elipsu u lijevom, a za hiperbolu 
u desnom žarištu. Polarna bs se podudara s onom osi krivulje na kojoj leže 
žarišta. 

Primjer: Treba narisati krivulju 

15,2 
r=-----

3 - l ,8 cos cp 

i izvršiti prijelaz na pravokutni koordinatni sustav! 

Da bismo dobili oblik (93), brojnik i nazivnik desne strane podijelimo sa 3 

5,07 
T=-----

l - 0,6 cos cp 

E = 0,6 < 1, dakle elipsa prema (42a). 

Računamo pomoću logaritamskog računala jedan stupac za drugim: 

9 cos cp 0,6 cos cp 1-0,6 cos cp r 

oo + 1,00 + 0,60 + 0,40 + 12,7 
100 + 0,98 + 0,59 + 0,41 + 12,3 
200 + 0,94 + 0,56 + 0,44 + 11,5 
JOO + 0,87 + 0,52 + 0,48 + 10,6 
50° + 0,64 + 0,38 + 0,62 + 8,2 
70° + 0,34 + 0,21 +O, 79 + 6,4 
90° + 0,00 + 0,00 + 1,00 + 5,1 

1100 -o 34 J -0,21 + 1,21 + 4,2 
130° -0,64 -0,38 + 1,38 + 3,7 
1500 -0,87 -0,52 + 1,52 + 3,3 
160° 0,94 -0,56 + 1,56 + 3,25 
J700 -0,98 -0,59 + 1,59 + 3,19 
180° - 1,00 -0,60 + 1,60 + 3,17 

1900 -0,98 -0,59 + 1,59 + 3,19 

2000 -0,94 -0,56 + 1,56 + 3,25 
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• 

Dalje se vrijednosti ponavljaju, jer je elipsa simetrična na polarnu os. (Vidi 
sl. 137 ) 

l b lp~ 5.1 ,,.~ 
l 

f2,3 

180 
12,7 

l s a 

SL 137 

Prijelaz na pravokutne koordinate. 

Iz slike: l) 2a = r(0°) + r(180°) = prema tablici = 12,7 + 3,17 = 15,87. 

odatle a = 7,94; a2 = 63,04. 

2) p = r(90°) = prema tablici = 5,1 

b: 
Prema (44): p=- odatle b1 =pa= 40,5; b = 6,36 i prema (45a) 

a 

\'2 --+ ....:·_ 
40,5 

= l - jednadžba iste elipse u pravokutnom koordinatnom sustavu. 
63,04 

Na isti način izračunavaju se tačke hiperbole i parabole i konstru
iraju te krivulje. Dobije li se za r negativna vrijednost, ona se nanosi 
na pripadnu poluzraku u suprotnu stranu, tj. uzetom polarnom kutu <p 
dodaje se 180°. 
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