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1. BOBE]

1.1. OCHOBHH I[TOMMHN U JEOGUHUITNN

3aBHCHO OJl HAYYHOTO MOApayje W TEXHOJIOTHjaTa, MOUMOT CHCTEM HMa pa3IndHO
3Haveme. [103HaTo HU € Jeka 300pOoT CHCTeM Ce KOPUCTH BO CEKOjAHEBHHOT >KUBOT
TOTOBO BO CHTE Nozipadja Ha JiejHocta. OBOj MOMM Ha OAPE]eH HaYKMH T'o 00eIHYyBa OHA
IITO € 3aeAHMYKO 3a Pa3MYHM MOJpadja Ha pa3BojoT Ha ommTecTBoTo. He mocrom
€IHO3HAYeH O/IFOBOP Ha TpallameTo IITO € TOa CHUCTEeM. 3a TOj MOMM C€ KOpUCTaT
pa3MYHU ald HEe W MEryceOHO HWCKIY4YMBH JIeQHUHUIIMM KOM Ce€ AaJeHU O]l MOBEKe
aBTOpU. Bo HajommiTa cMuciIa MOXe Jla ce Kake Jieka CHCTeM MPETCTaByBa MHOXECTBO
Ha 00jeKTH KoM ce MelyceOHO OOeIMHETH CO Hekoja opMma Ha MelyceOHO JeTyBame
Wi Mery3aBUCHOCTH. CHCTEMHUTE KOMYHHIIMPAaT (Ce BO MHTEPAKIIMja) CO OKOJIUHATA
NIPeKy BIIE3HM M M3JIe3HW curHamu. [Ipu Toa cucremoTr ru TpaHcopMmHpa BIIE3HUTE
CHUT'HaJIU (CI/IFHaJ'II/ITC O OKOJHMHaTa KOM C€ TICHEpHpaHUu OJ ApYru CHUCTEMU BO
OIKPY)KYBAaETO Ha CUCTEMOT) BO M3JIE3HHM CHTHAJIM CO KOM TO] JeJyBa Ha OKOJWHATA
(rm mpenaBa Ha JPYTH CHUCTEMH BO OIKpYXKyBamero). CucremMuTe MOoXe na Oupat
yIpaByBaHU WM HEYNpaByBaHU. Bo ynpaByBaHUTE CUCTEMM U3JIE3HUTE CUTHAIA KOU I'0
KapaKTepu31paar OIHECYBAHETO HA CUCTEMOT, OOUYHO Ce JICTEKTHPAaT U Ce KOPHUCTAT 32
reHepHUpame Ha YIPaByBayKH CHUTHANM (CO MoceOeH CHCTeM - yIpaByBad, KOHTPOJIED,
perynaTop) KOM Io MEHyBaaT OJHECYBambeTO Ha CHCTEMOT (M3JIe30T) Ha OfHArpen
nebunupan HaunH. TeopujaTa Ha cumcTeMHM TI'M IpPOy4yBa OIIUTUTE CBOjCTBA Ha
CHCTEMHTE M HMBHOTO OJHECYBame BO Pa3IM4HHM YCIOBH Ha padoTa (IIOA IejCTBO Ha
pa3iIuyYHU BIEe3HH curHany). CHUrHaJuTe ce MpeaMeT Ha MPOoydyBame Ha TeopujaTa Ha
curiHaiau. TeopujaTa Ha CMTHAJIM U TeopHjaTa HA cCHCTeMH MelyceOHO ce KOMOMHH-
paaT BO €IMHCTBEHAa TeOpUja HA CHIHAJIM M CHCTEMH WIM O0paTHO — TeopHja Ha
CHCTEMHU M CUTHAJIH. YIIPaByBameTO Ha CUCTEMHTE IPETCTaBYBa MOCEOCH MpeaMeT Ha
NpOy4YyBamke CO KOj ce OaBH TeopHjaTa Ha yNpaByBame, OIHOCHO TeOpHjaTa Ha
aBTOMATCKO yNIPaBYBalbe.

CucremuTe Ha aBTOMATCKO YNPaBYBame, KAKO MOXKE 1a Ce NPETIOCTaBH, Ce
COCTaBEHH O] MOBEKE IO MPHPOAA Pa3IMYHH MOACHCTEMH (€JIeKTPUYHH, MEXaHHYKH,
eNIeKTPOMEXaHIYKH, XUAPAYIHIKH, U APYTU.) KOW Ha NPHKJIAIeH HauMH ce MeryceOHO
TIOBP3aHHM CO LIeJI 1a C€ OCTBapH 3ajafeHaTa (QyHKIMja Ha cucTeMOT. CHUTe KOMIIOHEHTH
Ha CHCTEMHTE Ha aBTOMATCKO YIIPaByBambe, KAKO U CHCTEMOT Ha YIIPaByBambe BO IIEIMHA,
O]l aCIIeKT Ha TeOpHjaTa HA CHCTEMH IPECTAByBaaT CHCTEMH KOM MMaaT ONpeleeHH
CBOjCcTBa, KOM, Oe3 pa3iiKa Ha HUBHATA MPUPOJA, MOXKE Jla ce MpoydyBaat Bp3 Oa3a Ha
HUBHHUTE MATEMATHYKH MOJEJIM CO NPHMEHa Ha €IWHCTBCHH MAaTeMATHYKH METOIU
W/WIM CO IPMEHA Ha KOMIjyTepCKH CUMYJIALMH.

MaTteMaTHYKHOT MOAeJ] KOJIITO JOBOJIHO I0OpPO TH onpa3yBa HajOMTHHUTE
OCOOMHHM ¥ KapaKTEePUCTUKH Ha HCIUTYBAaHHOT CHCTEM IIPETCTaByBa OCHOBA Ha
HAYYHHOT IIPHOJ KOjalllTO OBO3MOXKYBa INpUMEHa Ha (opMaiu3upaHd METOOH IpU
HErOBOTO HCIHTYBame M Au3ajHUpame. CIOKEHOCTa Ha MaTeMaTHYKUTE MOJCNTH Ha
KOMIUIEKCHUTE CHCTEMH ja HAMETHYBA IOTpedaTa 3a MpUMeHa Ha KOMITjYTePH, OJHOCHO
HY)XHO ce NpHOra KOH CMMYJUpabe I pellaBame Ha MpoOJeMHTE CO MOMOII Ha
KOMIIj YTEPCKH CHM yJIAIUH.



3a ma ce pasbepe (QYHKIMOHHPAaHmETO Ha CHCTEMHTE HHMBHATa MeryceOHa
UHTEpaKIMja, AUMHAMUYKOTO OJHECYBAHE BO OJPEICHU YCJIOBH, YIPaBYBAmHETO U TH.
MOTPEOHO € Jla ce MoceyBa ONpeeicH HUBO Ha MMO3HABAKE HA TEOPHjaTa HA CHCTEMH
U TeOpUjaTa HAa ABTOMATCKO ynpaByBamwe. OBHe TUCIUILTHHE AeHec ce 100po dyHau-
paHd U Ce U3ydyBaaT CKOPO Ha CUTE TEXHHUUYKH W Ha MHOTY Apyru (akyiaretn. Taka,
TeopHjaTa Ha CHCTEMH M TEOpHjaTa Ha YIpaByBame JCHEC UM € MOTpeOHA Kako Ha
ENIEKTPOUHKEHEPUTE U MAIIMHCKUTE MHKEHEPH, TaKa U HA TEXHOJIO3UTE, COOOpakajHUTE
HHKEHEPU, EKOHOMHUCTHUTE, JIEKAPUTE MTH.

OBoj MaTepHjai € MOATOTBEH CO IIEJ JIa Jlajie OCHOBHM 3Haema 0J 00jacTa Ha
TeopujaTa Ha CUCTEMHM KOU UM Ce€ MOTPEOHH Ha CTYJICHTHTE KOM Ce MpOodUIUpaar BO
Pa3IMYHU WHKEHEPCKU U Apyru obmacTi. OCHOBHATA 3aMHKCIIA, CIEACKH ja COMpIKUHATA
Ha OBOj MaTepujai, ¢ Ja ce 00jacHaAT OCHOBHHUTE MOWMH OJ 00jlacTa Ha TeopujaTa Ha
CHCTEMH U J]a Ce U3y4d MATEMaTHUYKHOT arapaT HEOMXOJEH 3a MOJEIHpamhe, aHaau3a 1
cuHTe3a Ha cucremure. [Tokpaj Toa, 0c00EHO BaXkHA 1€ Ha TIPEIMETOT € OBJIaIyBarbe CO
KOM]YTEPCKUTE METO/IH 3a PelllaBarbe Ha Pa3IduHK MpoOJIeMH o1 00J1acTa Ha TeopujaTa
Ha CUCTEMH.

Bo oBaa mpBa To4ka Ha BOBEIOT Ke ce 00jacHAT OCHOBHHTE MOMMH O] obyiacta
Ha TeopHjaTa Ha CHUCTEMHTE 4YME€ YCBOjyBame M pa3Oupame ke Ouje HEOMmXOmHO 3a
clieflele Ha HAaTaMOIIHMTE moriasja. Bo ciegnaTta Touka 1.2. om BOBEJOT ce JaBa
KracuUKalja Ha CUCTEMHTE, a BO Toukara 1.3. ce JaBaaT OCHOBHM IIOMMH CBP3aHHU CO
CHTHAITUTE.

Hexon ox ocHOBHMTE IOMMH KOHM CE€ KOPHUCTAT BO TEOpHjaTa Ha CHCTEMH H
ylpaByBame, KOM OBAE Ke Ounmatr neduHupaHu ce: cucmem, npoyec, 61es3, u3ies,
cocmojba, knacuguxayuja Ha cucmemume, 00jeKm, MamemMamuyKu Mooei, ynpagyearse
Ha cucmemume, Ynpasyeaw noocucmem (00jekm Ha ynpasysarbe), ynpaeyeau
(pecyaramop), npunyunu Ha ynpagyearse- OmMEOPEHO YNpasyearbe, NOSPaAmHd 6pCKAd U
KomneHzayuja.

1.1.1. Cucrem

[oumot “cucmem” ce mpuMeHyBa BO cuTe OOJIACTH Ha 3HaeHe U chepu Ha
JejHOCTa Ha 40BEKOT. CBp3aHO CO MMOMMOT CHCTEM BOBEICHH C€ MHOTY IPYr'M MOUMH
KAKO: CIOMNCEHU U 207eMU CUCTHEMU, CUCEMOMEXHUKA, CUCTEMCKA aHATU3d, CUCEMCKU
npuoo u mH.

Pa3Buena e meopuja na cucmemume Kako HaydHa AUCHUIUIMHA KOja KOPHUCTH
CIIO)KEH MAaTeMaTHUYKH amapaT 3a OIUC M aHajdW3a Ha OIHECYBameTO Ha CHCTEMHTE.
Teopujata Ha cucTeMu orepupa co MOUMHUTE: 00jekm, cocmojoa, énes, uznes, cmabui-
HOCT HA CUCeMOm U cocmojoama, HabbyOIueoCcm, YRPAGIUEOCH, YYECTHEUMENHOCT U
MH.

[lonMoT 06jexm TpecTcTaByBa €IEH OJ NMPOCTHTE MOMMH Ha TeopHjaTa Ha
cucremute. OOjEKTOT € eIIeMEHT ([eN1) Ha CHCTEeMOT HO M caM MOXKE Jja MPETCTaByBa
CHCTEM.

MoummorT Cuncrtewm” MOXe pga ce pgeduHupa Kak
noBp3aHM Mefy cebe CcOoO 6MNO KakKBMW BPCKU U M
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paam/ mnu pga ce ogHecyBaaT Kako 3aceb6Ha

KOHMB&@| a MAM 3amMumucna coO ULes cucTemorT

lpyra nepunMija Ha MOMMOT cHCTeM jaaeHa on Bmagumup Kydepa [2]
rnacu: ,,Cucmem e den 00 c6emom Kojuumo e NOepP3an cO OKONUHAMA NPEeKY Gle3HU U
usnesnu dejcmeuja. Buesnume (no6yonume) oejcmeuja cucmemom au mpancopmupa 6o
usnesnu (003usHu) dejcmeuja. Mzne3om Ha cucmemom 0ONULMO MOdCe 0d 3A8UCU 00
Momenmom Ha nobyoama u 00 , memopujama‘ Ha cucmemom 00 MOMEHMOM Hd
nobyoama. Hcmopujama, 0OHOCHO ,,Memopujama’ ce mpemupa cO KOHYenmom Hd
cocmojoa na cucmemom *.

Ob6jexmume (enemenmume, nomcucmemume) ce KapakTepu3upaar co KOHEUCH
0poj meprusu coremunu (CBOjCTBA) U MEI'yCEOHOTO JIEjCTBO Mel'y 00jeKTUTE U OJTHOCOT
Mel'y HUBHHUTE TOJIeMH (CBOjCTBA) MOXKAT Jia CE€ M3pa3aT BO HEKOja jacHO IepUHHpaHa
MaremaTuika (opma.

IMTapanenHo co MOMMOT CHCTeM ce AeduHuMpa W mouMoT N P O U Hoamor
Mp o LMexXE na ce nedUHUPa KAaKO JIEjCTBO Ha ONKPYXKYBABETO NMPH KOS HACTAHyBa
pa3MeHa Ha MaTepHjaTHO-EHEPreTCKH W/HiIM HH(OPMAIMCKH PECYPCH MOMery peaHuTe
00jeKTH BO Toa ONKpYXyBame. [IpoMeHaTa Ha cocrojdara Ha CHCTEMOT UCTO Taka ce
HapeKyBa Iporiec.

o a

ue
M3 Bp

Kako mpumMep Ha CHCTEM MOJXKE Ja ce HaBele C M CTEeM Ha ynpaByBat
neToT Ha aBWUOH BO KOj OCHOBHMWT®UOHEKIK@ ME HT N |

o6jexm Ha ynpagyearbe, OpeaHu HA YNPAGYBArbe, CEH30PU, KOMIjymep 3a 800erwe u
ynpasysarve, nuiom. Enementure (00jekTHTe, MOACHCTEMUTE) 3aBHCHO O HUBHATA
[OpUpOAa Ce KapaKTepU3UpaaT CO PasIHYHH MEPJHMBH TOJEMHHH (CBOjCTBA): BHCHHA,
Op3uHa, HAIIOH, CTPYja, oMecTyBame 1 Apyro. Cekoj eneMeHT (00jeKT, MOJICKCTEM) caM
3a cebe MpeTcTaByBa CHUCTEM KOJLITO € MOBP3aH CO OKOJNHHATA (IIOLIMPOKHOT CHUCTEM)
IPEKy CONBETHH BIIC3HH W M3JIE3HHU JejcTBHja (curHamnu). JIpyru npuMepu Ha CHCTEMH
ce: eJICKTPUYHH KOJIa, CIeKTPOMOTOPHU, aBTOMOOIIIM, CUCTEMH 3a peryJalyja Ha HUBOTO
Ha TEYHOCT BO PE3epBOAp, CUCTEM 3a yNPaBYBame Ha aBTOMOOWII, PAKETH, CUCTEMH 32
BOJICH-E€ PAKETH, U IPYTH.

Cucremure criope]] cBojaTa MpUpoAa MOXKAT Jia ce MoJesaT Ha:
MPUPOAHM (HACTaHAJIe HE3aBHUCHO O] YOBEKOT - OMOJIOIIKH WUITH OHOCHCTEMH)

1 TexHMuYKH (CO3IalEHH CE OF YOBEKOT CO OAPEAEHA I — MallliHU, BO3MIIA,
JeTana, CHCTEMH Ha OpYyKja U TH.)

I OmoTrexHMuYKM (CHCTEMHU w06eK — MauiuHa KO C€ TIOSTHOCTABHH O]
OpraHM3aICKUTEe, OJIHOCHO MOXKE JIa OUIAT HUBEH €JIEMEHT); U

1 opranm3anmckM (Kako Crpera Ha MPUPOTHNUTE U TEXHMUKUTE BO KOU
YOBEKOBUOT (HaKTOP KAKO COCTABEH EIEMEHT UMa JOMHUHAHTHA YIIOTa).

OpraHm3anycKuTe CHCTEMH 3apaJl CBOjaTa CIOKEHOCT Koja ce orjiema BO
MIOCTOCHETO Ha TOIIeM Opoj eTIeMEHTH, MeryceOHM BPCKH M OJHOCH BO (DYHKIMOHH-
pameTo criaraaT BO Kjacata rojeMH CUCTEMH.

CucremuTe UMaar cBoja cTpykrypa. CTpyKTypaTa Ha CHCTEMUTE ja COUHHY-
BaaT eJIEMEHTHTE W HUBHUOT paclopel], OMHOCHO B3aeMHHTe ofgHOcH. OBaa CTpyKTypa
MOJKE J1a ce MpUKaXe rpad Ky mpeKy OJIOK IMIeMH WiiH rpadoBH WIIA MaTPUIHO.



Bo LEJIOKYITHOTO H3JIaramkbe Ha MaTeijaTa BO MPESAMCTOT TeOpI/Ija Ha CUCTCMH
TEKHUIITETO Ke 61/1):[6 JaJC€HO Ha TCXHUYKHUTC CUCTCMU.

Bo HatamomHoTO HM3NMarame ke ce ILG(I)I/IHI/IpaaT YUITE HCKOU NTOMMHU HCONXOAHU
3a TIOTIOJHO pa3dupame Ha IIOMMOT CHCTEM: ABMiKeH-e, COCT0j0a Ha CHCTEMOT,
NPOCTOP HA COCTOjOU, BJIe3 M H3JIe3.

1.1.2. IBu:keme

TepMuHOT “Osudicerve” BO MEXaHUKATa C€ KOPHCTH BO TECHA CMHCIIAa Ha 300pOT
1 03HAYyBa NPOMEHA Ha NOUYUjama Ha 0OjeKmom 60 NPOCmOpom.

Bo TeopujaTa Ha cucremuTe M TeopHjaTa Ha YNpaByBameTO (KHOepHeTHKarta)
MOUMOT “‘JIBUKEHE” MMa MHOTY IMOOMIITa CMUCTA, & TOA € — CceKoja npomeHa Ha
00jexmom 60 mexom Ha BPEMemo.

Jsuoicerve ce napexysea, Ha npumep.

- IpoMeHaTa Ha TemIepaTypaTa Ha TeJIoTO;

- IpoMeHaTa Ha 3alpeMHHATa WIHM MPUTHCOK Ha TacoT;

- IpoMeHaTa Ha cyMaTa Ha TeKOBHATa CMETKa BO OaHKaTa;
- IpOMeHaTa Ha pe3epBUTE Ha CHPOBUHU BO CKJIAIUILITETO;
- IpoMeHaTa Ha pe3epBUTE HAa MYHHIIMja U TOPHBO U TH.

Jypu ¥ TakBU TPOIIECH, KAKO KUBOT M MHCICHE, HCTO TaKa MOXaT 1a ce
pasriiefyBaaT Kako OfPEACHH, HaKO MHOTY CIOKESHH, (JOPMH Ha JABIKCH:C.

bumejku BO 3aKOHHTOCTAa Ha JBWKCEHETO HA HajpasHOBPCHH O O | € iva U
MHOT'Y 3aeJHUYKO, MOCeOHO Of IVle[Ha Touka Ha Yy NP aBy Bathe CkducApPpoOlL E€ecuT
OIBUBaaT BO HHUB, BO TeOpHjaTa Ha CHCTEMHUTE M KHOSpHETHKATa HE Ce pasrieayBaaT
3aKOHWTE Ha JBIDKCHC HAa KOHKPETHHUTE CHCTEMH, TYKy Ha AalCTPAaKTHHTE CHCTEMH
(MaTeMaTHYKHTE, KHOEPHETCKUTE CUCTEMH - MOJEIIN).

1.1.3. CocTo0j0a Ha cucTeMoOT

CocrojbaTta Ha OWIO KOj CHUCTEM MOXE, CO OIpeleNieHa TOYHOCT, Ja Ce
KapaKTHPU3UPa KAKO MHOJCECMBO GPEOHOCHIU HA 20JleMUHUme, Kou 20 00pedy8aam
He2080Mo 00HeCy8arye.

OBue ToeMUHA OBO3MOXKYBaaT Mel'yceOHO /1a ce KOMIIOHHpaaT cocTojOuTe Ha
OJIBOGHH CHCTEMH M Ja C€ OLEHaT HUBHUTE pa3MKH, HO M Ja Ce CIOpexyBaatr
coCcTOjOMTE Ha eIeH HMCT CHCTEM BO Pa3lIMYHHA MOMEHTH 3apald pa3jacHyBame Ha
HETOBOTO JIBIKEHHE.

Tpumepu na cocmojba:

TemnepaTypata U MPUTUCOKOT Ha OONECHHK U3MEPEHU BO OIPENICHO BpeMe ja
KapaKTepu3upaaT HEroBaTa cocTojoa.

Tabenara Bo Koja ce perucTHpaaT OBUE MapaMeTPH MOKaXyBa Hu3 COCMojou Ha
OOJIECHUKOT.
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CocrojbaTta Ha aBHOHOT WJIM Ha pakeraTa (Kako OOjeKT WM CHCTEM) ce
KapakTepu3upa co Io3UNHjaTa Ha IeHTapoT Ha Macata (I{M), opueHTanmjaTa Ha TEIOTO
BO TPOCTOpOT, Op3uHarta Ha LIM wm aromnara Op3WHAa Ha TEJNOTO IITO ja WUMa BO
OIpe/ieNIeH MOMEHT Ha BPEMETO.

3a Owio KOj cucTeM, roleMHHHUTE (BapujaliiuTe) cCO KOM Ce KapaKTepH3Hupa
cocroj0aTa ce MPETCTaByBaaT KaKO nNO6eKe OUMEH3UOHANeH GeKMOp (8eKmop Ha
cocmojboa, cocmojoen eexmop) :

CocrojbaTa Ha CHCTEMOT ce MEHYBa BO BPEMETO, Ia M BapHjabIHUTE KO ja
KapakTepu3upaaT oBaa cocTojoa ce BpEeMEHCKUTE IIPOMEHIUBH:

— - T
X=X(t) =[x (), % (1),-... Xn ()]
X(t) ce HapekyBa BEKTOp Ha cOocTOjOaTa (COCTOjOEH BEKTOP)
N - e TUMeH3Hja Ha BEKTOPOT

AKO 3aMHCIEME MPOCTOp €O N — auMeH3uu Toram BekTopoT X(f) BO TOj
IPOCTOp BO ofpeneHo BpeMe t npercraByBa Touka. Co mpoMeHa Ha BPEMETO, BEKTOPOT,
OIHOCHO OBaa TOYKa, OMHIIYBa TPACKTOPHja.

[TpocTopoT Bo K0j cekoja cocTojda Ha CUCTEMOT Ce MPHUKa)XKyBa CO OJpe/ieHa
TOYKA C€ HapeKyBa cocmojben npocmop (IPOCTOp Ha cOCTOj0a HA CHCTEMOT).
[IpocTopoT Ha peaNHUTE CUCTEMH € OpraHuyYeH OuJejKu BapujalbuIuTe (KOMIIOHEHTUTE
Ha BEKTOPOT X) KOM ja KapaKTepu3upaar cocTojbaTa, MOXAT Aa MONpPUMAaaT OrpaHUYeHN
BpeqHOCTH (00J1acT Ha JO3BOJICHH BPEAHOCTH).

1.1.4. Biie3Hu ¥ U3J1€3HHU IOJIeMHAHH

JIBIKEHETo Ha CUCTEMOT, OAHOCHO ITPOMEHATa Ha HeroBaTa cocTojoa MoXke aa
HacTaHe MOJ] A€jCTBO Ha HadgopewHu dejcmsujd, HO M KaKO Pe3yiTaT Ha npoyecom Koj
ce 008UBA 80 CUCMEMOM.

On MHOXXECTBOTO Ha CHTE AEjCTBA PEJEBAaHTHU C€ CaMO OHHME IUTO OUTHO
JenyBaaT Ha COCTOjO0aTa Ha CHCTEMOT BO YCIOBHTE BO KOHM C€ pasriiefyBa HEroBOTO
OIHECYBame (BO YCIOBHTE BO KOH CE peIlaBa 3a7avyara).

OBue HaJIBOpEIIHU [IEjCTBHja CE HApEKyBaaT BJIC3HH TOJEMHUHHU (BIIE3HH IEjCT-
BHja, BIIE3HU BapujabIN Ha CHCTEMOT), a eIEMEHTHTE Ha CUCTEMOT KOH C€ MPUAPYKCHU
Ha BJIC3HHTE [IEjCTBHja — BIIE30BH Ha CUCTEMOT.

llpumep

Ha nprmkermeTo Ha aBHOHOT OMTHO JEITYBA jauuHama u npageyom Ha 6emepon,
eycmuHama Ha ammocgepama, nOUYUjama Ha YNpaeyeawom u 61eYHAMA CUNd Hd
momopom. Cure Tre (PaKTOpHU ce CMETaaT 3a 81e3HU Oejcmeuja Ha aBUOHUTE.

Kako M3 1e 3 HMu FHO CUErdwor Hodl cMeTaaT OAPENeHO MHOXKECTBO
BapHujabnu (TOIEMHHH) MPEKY KOW CHCTEMOT JeNyBa Ha OKONHATA CPEAWHA, OTHOCHO
NpeKy KOU MOXKeMe, CO HUBHO Mepeme, J1a IO OLCHUME OJHECYBAmETO (IIBIKEHETO) Ha



CHUCTEMOT U Ja IO CIIOpeAyBaMe, Ha NMPHUMEP CO LIENUTE KOU Ce IOCTABEHU Ha HEFOBOTO
JBIDKEHE (IEJTH Ha YIIPAaBYBAHETO).

M3ne3nuTte roieMuHU €IHO3HAYHO CE oApeACHN CO KOOPAWHATHUTE Ha BCEKTO-
POT Ha COCTOj6a X. YecTo u camMmuor BCKTOp X MOXE J1a 61/1;[e H3J1€3 Ha CUCTECMOT.

AKO CHCTEMOT Cce yIpaByBa, TOTall BIC3HHUTE JICjCTBHja MOXKAT Aa Oumat ynpa-
8Y8AUKU U HAPYULYBAUKU.

VYnpaeysauxu dejcmeuja ce xopucrat Npu yrpaByBambe Ha CUCTEMOT, IIPH IITO
ce MEHyBaaT HHUBHHUTE BPEIHOCTH CO IIeNl Ja CE OCTBApH CAaKAaHOTO IBIKEHE Ha
CHUCTEMOT.

Ilpumep

Kaj aBuOHOT ympaByBaukH AejcTBMja ce OTKIOHHTE Ha KOpMHIATa 3a
yIpaByBame U BIEYHATa CUJIa HA MOTOPOT KOH I10 oTpeda ' MEHyBa MHUJIOTOT.

Bo HapymyBauKH JiejcTBHja criaraat JeTyBameToO Ha BETEPOT U T'YCTHHATA HA
aTMocdepara.

I'padmuku cucremor ce mpukaxysa kako Ha Cin.1.1.1. Ha Koja ce HaHeceHH

CHUTC BJIC3HU U U3JIC3HU I'OJICMHWHU.

VI ezni dejstvi ja: Naru{ uvawen

U- upravuva~ko — T
n- nar{ uva~ko 3=[mm,... /1y

Upr avuva~ko S| STEM | zZlezy

dejstvo u — —>

Sost ojba _ T
u:[ul,ul,___,ur]T X:[X11X2’"'lxn]T y_[y11y1""1ym]

Cn. 1.1.1. Cucrem

Cwnc T e msgstem) fipercraByBa MPHUIWHCKO-TIOCTCANYHA penalmja momery
BJIE3HHWTE M WM3JIC3HUTE JEjCTBHja KOM MCTO Taka ce HapekyBaaT M C U I H aignals).
Curnanure Kou ce WACHTH(UKYBaaT Kako “mpU4YuHA” (CAUSE) ce HepeueHH BJIEe30BH
win modynu (inputs or exitations), a curHamuTe KOW Ce HMIOCHTH(HIHPAAT KakKo
“nmocaiemuua” (effect) ce mapexyBaat m3se3u wim oasuBH (OUtPULS Or responses)

1.1.5. MaTeMaTHYKH MOAEJT

MeTonute Ha MoAeJMpambe Cce HAjuYeCTO NPUMEHYBAaHM HAay4HH METOOH BO
HCTPaKyBambeTO Ha CHCTEMUTE M NPOLIECHTE.

Co momomr Ha MOJENUTE C€ HMMUTHPAAT WM CHUMYIHPAAT pEJICBAaHTHHUTE
CBOJCTBA Ha CHCTEMUTE M MIPOLIECUTE KOH CE HCTPAKYBaar.

ITocTojaT pa3mUYHU THUTIOBH MOJIETH (TEOMETPUCKH, (HU3WUKH, MAaTEMATHIKH,
BepOaTHM — OIMCHH, ja3WYHH W JIPYTH), a TOCTalKaTa Ha MoOmBame ((opMmupame) Ha
MOJIEIIOT C€ HapeKyBa MOieJHpambe.

(
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MaTemMaT YK UWT eoapadddpaae ot Ha OJHECYBAKETO HA CHCTE-
MOT CO IIOMOII Ha MameMamuiky peiayuy KO ce U3BelyBaaT Mmoarajku ol 3aKOHHTOC-
TUTE Ha KOU ce 0a3upa QyHKYUOHUPAFEemOo Ha CUCHEeMOm WITH TIPOLIECOT.

Mamemamuuxume mooenu ce OJIMKYyBaaT CO BHUCOK CTCIICH Ha onuimocm W
ancmpakuuja, OBO3MOKYBaaT NpUMCHA HAa MAaTEMAaTUYKN METOAU TP aHaJIn3aTa Ha CUC-
TEMUTEC U NPOLCCUTC U HUCTO TaKa CC IMOIOAHU 3a HMCIUTYBAKC CO IMMOMOII Ha KOMI’ljy'
mepcKu cumyiayuu.

Bo HajommT ciy4aj MareMaTHUKMOT MOJIEN Ha CUCTEMOT (TIpOLecoT) MpeTcTa-
BYBa HEJMHEAPEH M HECTAIMOHUPAH CHCTEM Ha JudepeHIujarHu (qudepeHIHn) W/ um
anre0apcKy paBeHKH:

X(t) =f(x,u,3,t), Xx(t,) =X,
y(t) =9(x,u,3,t)

kaze e: X- Nx 1 cocrojben Bektop, U- I x1 Brnesen Bektop /7- K3 1 Bekrop Ha

(1.1.1)

HapyllyBame, [ Bpeme Koe yKa)KyBa Ha HECTAllMOHAPHOCT Ha CHUCTEMOT (BPEMEHCKU
IPOMEHIINBY MapaMeTpH), Y - mx1 n3neseH Bexrop, f U I ce HelIMHeapHH oOmepaTopu

— GyHKITUH.
Axo Bo (1.1.1) ¢yukiuure f 1 g ce nuHeapHu (ako MOCTOM JIMHEApHA 3aBHC-

HOCT Mery BapHjaOHJIMTE) TOrall CUCTEMOT (MOZENOT) € JIMHEeapeH U uMa dopma:
x=A(0)x(t) +BOu(t) +3(t), x(t) =X, (112)
y =C(t)x(t) + D(t)u(t) -

IPH LITO ce:

A(t) - n3 nmarpuna Ha cucremor, B(t)- N3 r marpuma, C(t) - M3 N marpuua u

D- m3 r marpuua.

Axo marpunure A, B, C u D He 3aBucaTr ox Bpemero (aKo ce KOHCTATHH)
CHCTEMOT (MOJIEJNIOT) € CTAMOHAPEH, BO CIIPOTUBHO TOj € HECTAIIMOHAPEH.

Axo Bapujabmure Bo (1.1.1) m (1.1.2) ce meTepMHHUCTHYKK (YHKLIUU
MOJIETIOT € OeMePMUHUCTIUYKU.

Axo Bapujabmure Bo (1.1.1) u (1.1.2) umaar ciayyaeH kapakTep MOZAEIOT €
CMOXACTUYKL.

Hasenenure Mozmenu MoaT Aa OUaaT KoHmumyaiHu i OUCKpenHy 3aBUCHO OJ1
TOa Jaly ce BapHjadiIuTe BO CHCTEMOT KOHTHHYAJIHH WJIM TUCKPETHH (GYHIMH OX
BpEMETO.

Mopuenor (cucTeMor) e AnHaMu4KH (IudepeniujaneH, 1udupeHIeH, THepIu-
jajeH) axo e omuraH co audeperiujanau (qudepernnn) pasenkn (1.1.1) u (1.1.2).

Mogemnor (cucteMoT) € crnamuuku (anredapcku, HeWHEPIHjaleH) aKo Ce OIH-
IIyBa co anre0apcKy paBeHKH BO Gopma:

y =y(X(t),t) (1.1.3)

(xaj cucremure 6e3 MHEPIHja OATOBOPOT Y Ha MOOYIa X € MOMEHTAJIEH).



MaTeMaTHYKHOT MoOJe], OCBeH BO (hopmMa Ha paBeHKH, MOXe na Ouue
3amaneH rpagpuuku Bo Gpopma Ha rpad win amjarpam, Bo BUJ Ha TaJMma ¥ CINIHO.

BoaovnHaMMUKMUT enpeoaure ofy €xialtocTojoa BO Ipyra He MOXKaT
Jla ce M3BpIIAT MOMEHTAIHO, TYKy HACTaHyBaaT KaKo pe3yJTaT Ha IPEOIHHOT MpOIeC —
KOj Tpae OpeleHO BpeMe — CUCTEMOT MMa MHepluja. PealHuTe cHCTEMH Ce BOTJIaBHO
JuHaMu9IKd. CaMo BO CITy4aeBUTE KOra TPACHETO Ha MPEOTHHUOT MPOLIEC € 3aHEMAPIIUBO
MaJio BO OJHOC Ha TPAaeHETO Ha HCIHUTyBaHAaTa II0jaBa, a KapakTepOT Ha TEKOT Ha
IPOLIECOT HE JAellyBa Ha OJHECYBAHETO Ha CHUCTEMOT, MOXKE Ja He ce BOAU CMETKa 3a
JUHAMWYKATE OCOOMHHM HA CHCTEMOT W TPHOJIMKHO J]a ce CMeTa JieKa NPHYHHHUTE
(Be3HMTE JEjCTBHja) INPEIM3BHKYBaaT MOMEHTHM MPOMEHH Ha HEroBaTa cocToj0a
(mBUXEHE, H3IIE3).

1.1.6. YupaByBame Ha cUCTEMUTE

I[ToumMoT Yy N p a B YB@HAjHIPOKA CMUCITA HA 300pOT MoApa3dupa maksea opea-
HU3ayuja Ha OApeNIeH npoyec WM cucmem Yud TeK WK QYHKIIMOHUPAke Pe3ylITHPa BO
OCTBapyBarbe Ha OMHATIpE]] nocmagenama yen. Bo Taa cMmucia ce 36opyBa3ay N pa B Y
BaHW nNpymeaByBaHW CUCTEeMMH

CucremMuTe KOM Ce yIpaByBaaT MOXar Jia ce pa3/iBojaT Ha JiBa Jiena (oTchucTeMa):
-ynpasByBaH fen (objedr HCyUpaBYBIHE) M O T

-y N paBy B aHyaK UC WACEXPEryai@dap, ypes 3a yrpaByBarbe, Oprad 3a
yIIpaBYBalbe, AIrOPUTAM, IIPOrpama).

ITocrojaT TpM dyHAaMeHTATHU NPHHUMIM HA YNpaByBame (IPUMEHYBaHU BO
TEXMUYKHUTE U JIPYTH CUCTEMH) CO KOM € OfpefeHa IOBP3aHOCTa Ha alrOpUTMOT Ha ympa-
ByBam€ (OPraHoOT — PEryaaTopoT) co 3aJaJeHOTO U CTBAPHOTO (PYHKIIMOHUPAEe HA CHC-
TEMOT, WIH CO NPUYMHHUTE KOM IPEIU3BHKANE OTCTAIlyBame Of CaKaHOTO (YHKIHO-
HHUpamwe. THe TpU NPUHLMIH Ce:

d) TPHHIMII HA OTBOPEHO YNPaBYBAbE;
b) npuHIMD Ha MOBpaTHA BpcKa (3aTBOPCHO yIPaByBabe);
C) NPHUHIMI HA KOMIIEH3a1uja (yIpaByBambe M0 HAPYITYBAUYKUTE [[jECTBHja).

a) MpMHumMNn Ha oTBOpPeHO ynpaByBawe (Cn. 1.

Nar u{ uvawan

Upr avuva~ko ﬂ | ZLEZ

Zadadenacel ,

| dejstvo - Ostvar enacel
pl an, programa REGULATOR komanda OBJEKT -read i zaci ja
N :>
I—:") Upr avuva~ki | Upr avuvan
r potsi stem u=h(r) pot si stem y
Stvarno
Sakano (bar ano A
f unkei éni rawg Upr avuva~ka f unkci oni r awe
odl uka (sost ojba)

(sost ojba)

Cn. 1.1.2. OTBOpeH cHUCTEM Ha YIIPaBYBamkE
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CymTrHaTa Ha NPUHIUIOT HA OTBOPEHO YIPaBYBaHkE € IITO aJrOPUTMOT Ha
yIpaByBame (YIpaByBayKOTO JIjCTBO) ce (hopMHpa camMo Bp3 OCHOBA Ha 3aJaJICHOTO
(yHKIMOHUpamke, a (aKTUYKOTO OIHECYyBame Ha 00jeKTOT (ocTBapeHara Ied) He ce
KOHTpoHpa (He ce MEpH).

[IpumenaTa Ha OBOj NMPUHIMIT Ha YIpPaBYBamE CE CPETHYBA Kaj CUCTEMHTE 3a
aBTOMATCKa CHT'HalIU3aluja, OJI0Kaa, 3allTUTa, 3ayCTaBYBahe U TH.

b) MpmnHymnn Ha noEphlBlha BpPpCKa

[IpUHIMIIOT HA TOBpaTHAa BpcKa (WM YyIpaByBame IO OCTAIlyBameTO Off
3a7aJIeHOT0 (DYHKIMOHUPAE € Hajpauiuper npunyun Ha ynpasysarse. Cropea HEro
YIPaByBAaYKOTO JICjCTBHE (aIrapUTMOT Ha yIpaByBame) ce (popMupa kako QpyHKIHja 011
OTCTamyBamkeTo (TpeIIkaTa) Mery peau3upanuoT usiie3 (1el) U 3adadeHama yei.

o
U=r-y, u=hQ=h(r-vy) (1.1.4)
Upr avuva~ki Nar uy{ uvawan
Upr avuva~ dejst vi ja (komanda)
upr avuva~ka
REGULATOR i nf or maci ja
r < u=h(Q) OBJEKT y
+ T -
23 e N
::_V—'\ -)' > —— Upr avuvan _—*>
Zada-a, cel , A potsi stem Posti gnata
(pr ogr ame) o cel
y | nf ormeaci jaza T oY
sost ojbat a Merewe |
|
|

Ci. 1.4. 3aTBOpeH CHCTEM Ha yIpaByBambe (KHOSPHETCKH CHCTEM)

B)MIpMHLMUN Ha K @ipaByBawana Hipyirydaukute aejeteuja) (Cn.2.1.5.)
I "Merewe |
Nar uy{ uvawan
o |
<
r REGULATOR Upr avuvawe OBJEKT Yy
— —
~ adad Unr avuva- vl Upr avuvan
adadeno P u=h(r,0 potsistem | Stvarnaf unkcija
f unkci oni - .
r awe (sost ojba)

Upr avuva~ki odl uki

Cn. 1.5. CucreMm co yrpaByBame 10 HAPYIIyBambETO
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Cy WT W H 8aToBD] IPUHIINIT CE COCTOM BO MEPEHETO Ha HAPYIIYBAUKHUTE
nejctBa U (hopMUpase Ha YIIPaByBaYKUTE JICjCTBHja CO IIEJ CTBAPHOTO ()YHKIIMOHUPAHE
Ha CHCTEMOT Jla Ce pealn3upa CIopes 3ajajieHaTa nporpama I.

Jlomra cTpaHa Ha OBOj MPHHIUII € INTO YINPaByBameTO He ce (opMupa u Bp3
OCHOBa Ha CTBapHAaTa cocToj0a Ha 00jEeKTOT.

Merfyroa mocrojaT ¥ K O MO M H MU p @ H N KajC KOIC ACKHACKEHO Cce
KOpUCTaT W TPHUHIUIOT HA MOBpPaTHA BpPCKAa W MPHHIMIIOT HAa KOMIICH3aIMja Ha

HapylIyBamara.

Virre HenTo 3a CHCTEMUTE CO IoBpaTHa BpCKa:

Cucremurte co noBpatHa Bpcka (Ci. 2.1.4.) kako MoXe J1a ce BUIM UMaaT 06d
Kanana 3a npeHoc Ha uHpopMaruu. [1o oupexmuuom Kanai ce IPeHeCyBaaT KOMAHOHU
WU YNpagysauku uH@opmayuy OJ YOpaByBadyoT KOH YIPAaBYBAHHOT Jell, a BO
COpPOTHBHA HAacoKa, MO KaHajaoT Ha moBpatHa Bpcka (feedback) xomtmmympano ce
JNo0UBaaT ungopmayuu 3a cocmojobama Ha ynpagy8aHuom 0ei Ha CUCMEMOM.

Ynpaeysauom (pezynamopom) Bp3 6aza Ha 3adadenama yen u 3adauu Ha
CHCTEMOT U MEKOBHAMA COCMOjOa, KaKO W MOICHOCMUME HA CUCTEMOMm, HETIPEKHIHO
JIOHECYBa ynpagysauku o0nyku (JIejcTBHja) 4KMe WM3BPLIYBame I'O BOAW CHUCTEMOT BO
OapaHaTa cocToj0a — U3BPIIYBambe Ha 3a/1aieHaTa Lell.

Kaxko mTo Moxxe 1a ce BHIH, yIIpaByBadoT J0OMBA (MMa Ha pacrojiarame) IBa
BU/Ia Ha UH(OPMALUH:

- uHdopmanmja 3a 3amazeHara cocroj0a Bo koja Tpeba na ce JoBele
cucteMor r(t) u

- umH(poOpMaIHja 3a TeKOBHaTa cocTojoa Ha cuctemor Y(t).

Toa 3Ha4M Jexa Ha ypaByBadoT AENyBa U 00jEKTOT CO CBOETO OIHECYBAmE, a
HE CaMo YIIPaByBa4OT Ha 00jeKTOT NPEKY CBOUTE OIUTYKH — KOMAH/IH.

[lpuHOMOOT Ha MOBPAaTHO IEJCTBO — CIpera IMpercTaByBa (yHIaMEHTaIHO
CpPEeICTBO BO TEOpHjaTa Ha aBTOMATCKOTO yIpPaByBamke U KHOSPHETHKATa BOOILITO.
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1.2. KTACUOUKAIINJA HA CUCTEMUTE

Bnesnure curHamm (nmoOymu) na cucremor U(t) u wmsnesmmTe curHamm

(omsuBure) Ha cucremor Y(f) Moxke na ce TpeTUTpaaT Kako €JIEMEHTH HA [IBa
BekTopcku npoctopu U u Y. Bo Toj citydaj cuCTeMOT MOXeE Jia Ce OIUIIE CO TOMOII Ha
orepatopor S KojmTo TH moBp3yBa enemeHtute ox U co emementure on Y. 3a
ul Uu yi Y ce npernocraBysa nexa mMosxe Ja IONPHMAT CAMO PEalHH BPEIHOCTH,

omaocro U:R - R" , y:R - R™. 36upor Ha BeKTOPH U MHOKEHETO Ha BEKTOP CO
cKanap Ha BeKTopckuot npocrop U ce nepunupa co [2] :

(U +uy) () =uy(t) +u,(t)
(au)(t) =au(t)

3a cure ul,uzl' U,al R, kako u ti R, . Ha ciouyen waumn ce pedunupa
BEKTOPCKA CyMa U MHOXEH€ CO CKajap Ha BEKTOpCcKUOT mpoctop Y. Toramn cucreMor
MOJXKE JIa ce MPE3EHTHPA KaKO ONEPATop SKOJIITO BIE3HUTE CUTHAIHU (€JIEMEHTHUTE O
U) u. v npecinukyBa Bo usjie3nu curnaiu (exementu ox Y), T.e. S:U - Y, oxHocHo:

y(t) = Ju(t)] (1.2.1)

Oneparopor S Moxe ma Ouze 3amajeH Bo pasHu ¢opmu. Hajuecro ce 3amaBa co
CHCTEM Ha PAaBEHKH CO KOH € ONHMIIaHa paboTaTa Ha CHTE EIEMEHTH O KOU Ce COCTOH
pasrieayBaHHOT cucTeM. Taka, Halpumep:

X(t) =f[x(t),u(t),t], (1.2.2)
y(t) =dx(t), u(t).t] (1.2.3)
Kajie ce:
X(t)- N guMeH3MOHaneH KONOHA BEKTOP HAa COCTOj0a €O KOMIOHEHTH
)q,Xi R"co x:R- R":
u(t)- r nuMeHsHOHalEH KOIOHA BEKTOp Ha I00y#a HA CHCTEMOT CO
KOMITOHEHTH U; ul R, teucroraka U:R - R";
f - N nuvmensnmonaneH KomoHa BEKTOpP Ha HEJMHEApPHH (YHKIMH KOH CE
nokainso Jlunmumnosu (Lipschitz-ovi), f :R,3R"3R" - R";
J- M JMMEH3MOHANIEH KOJOHA BEKTOp Ha HENMHEApHH (DYHKIMHM KOU C€
nokanuo Jlummmrosu (Lipschitz-ovi), g:R,3R"3R"- R™,

[IpBara paBenka (1.2.2) ja omumryBa AMHaMUKaTa HA CHCTEMOT, Aojeka anrebapckara
paBenka (1.2.3) ro ommmryBa OI3WBOT Ha CHCTEMOT. YCJIOB 3a IOCTOCHC €IHO3HA;HO
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pEllleHne Ha PaBEHKWTE Ha CUCTEMOT € HeluHeapHute Qynkmun f,Qg ma ce nokanHo
JIummnosw [2].

3a Hekoja (yHKIMja BeTUME JeKa € JIOKaaHO JIMMImmMIioBa BO OJHOC Ha
Bapujabuara, Hanpumep X(t) , ako Bo Toukara X(0) =X ro ucnonuysa JIMNIUIHIMBHOT
YCIIOB:

IF - f e kIx-yli (1.2.4)

3a cuTe X M Y BO OKONHMHATA HA X, Kage K e mosuTuBHa (JIMmimioBa) KOHCTAHTa, a

Eyxmuzackara nopMa ||(P||e nedunupana co:

_ 2 2 2
IXIEAE+XG 4.4 52 .

[oceGen ciyuaj Ha paBenkute (1.2.2) u (1.2.3) mpercraByBa MareMaTHUKUOT
Mozen

%(t) = A()X(t) + B(t)u(t) (1.2.5)
y(t) = Ct)x(t) + Dt)u(t) (1.2.6)
KaJe ce.

A(t) - n3 Nnmarpuna Ha cucremor, B(t)- N3 r marpuma, C(t)- M3 n marpuua u
D(t)- m3 r marpuua.

CucremMure MOXe Ia ce KIacHHIMpPAaT CIOPEA Pa3indHH KapaKTePHCTHKY,
KaKo ILITO Ce: MareMaTHYKHOT MOJE] KOJIITO € HY)KEH 33 HHBEH OIUC, CBOjCTBATa HA
CHTHAJUTE W Hapamepure, OpOjoT Ha BJIE3HM M HW3JIC3HH CHIHAIM U cil. JIOBOJHO
NpUKNIajHa Kiacudukaiyja Koja OAroBapa Ha JCHEUIHHOT CTEeleH Ha CO3HAaHWjaTa 3a
cHuCTeMHTE € n3NoXkeHa moxoy [Kuljaca).

1.2.1. BpeMeHCKH HeTPOMEHIMBU H BPeMEHCKH IPOMEHJIHBH CHCTEMHU

).BpeMeHCKMUW Henpo M@abiHniBja1 Bpewnail Henpomenius cuc-
mem e cucmem Kaj KOcO napamempume Ha cucmemom ocmanyeaam KOHCMAHMHU CO
epememo. Toa ce cucmemu Kou e 2u MeHyeaam ceoume ceojcmea CO epememo, m.e. Kaj
osue cucmemu onepamopom SHE ce Mernyea co epememo.

Ha npumep, cucremu koW ce OmMIIyBaaT co AU(epeHLHjaJHd paBeHKH Win Iude-
pPEHIIHM DPaBEHKH CO KOHCTAHTHH KOC(QHIHMEHTH C€ CBPCTYBaaT BO BPEMEHCKH
HEMPOMEHJINBY CHCTEMH. Taka, 3a OBHE CHCTEMH € CBOjCTBEHO BO paBeHkute (1.2.5) n
1.2.6) mMaTpuIuTe Ha CHCTEMOT Ja C€ KOHCTAaHTHH W Ja HE Ce MEHyBaaT CO BPEMETO

A(t) =A; B(t) =B; C(t) =C; D(t) =D, Taka mro cucTeMOT MOXKe [a Ce OIHULIE CO

paBeHkuTe
X(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.2.7)
y(t) =Cx(t) + Du(t) (1.2.8)
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2. BpemMeHCKNn npoMe.Hlapuarimja: CudneeifoR Nujikozo koeduyu-
enmume Kou 20 Kapakmepusupaan cucmemont ce MeHyeaant co epememo, ce HapeKkyea
BPEMEHCKU NPOMEHIUB CUCTIEM.

Cnopen Toa, TaKOB CHCTEM CEKOralll HE Ce OJHEeCyBa Ha WCT HayMH. BakBu
CHCTEMH MOXKE JIa CE OINUILAT CO AU()EpEeHIjHaIHN PaBeHKH (WM AU EPEHITHI PABEHKH)
CO BPEMEHCKH NPOMEHJIMBY Koe(HIUEeHTH (TapaMeTpy) — BUAM TH paBeHkure (1.2.5) u
1.2.6).

Onmr npuka3 Ha CBOjCTBAaTa Ha BPEMEHCKH NMPOMEHJIMB M BPEMEHCKH HETpo-
MeHJIUB cucTeM ¢ mpukaxaH Ha Ci.1.2.1). IIpu HempomeHeTa BpEMEHCKH ITOMECTCHA
no0yza, 0J3UBHOT Ha BPEMEHCKH HETIPOMEHJIMB CHCTEM HCTO TaKa € HEMPOMEHET U Bpe-
Mmencku nomecteH (Cn.1.2.1b), noneka dopmaTa Ha 0A3UBOT Ha BPEMEHCKH MPOMEHIINB
CHCTEM C€ MEHyBa 3aBHCHO O MOMEHTOT KOra Ha CHCTEMOT € JioBeleHa moOynara
(Cn.1.1¢c).

wm

A\

A\ J

t+t, L+, I t+a+t L+a+t

\

t +t L+t t+a+t L+att
t, L+a

Cn.1.2.1. Ilobynu ¥ o3uBH HAa BPEMEHCKU IPOMEHIINB U BPEMEHCKHI
HenpoMeHJIUB cucTeM: a) nodyaa U(t) u Bpemencku nomecrena nodyna U(t- a);
0) O[3UB Ha BpeMEHCKU HelmpoMeHIuB cucteM 3a koj e Y(t) = y(t- a);

¢) om3uB Ha BpeMeHcku npomennus cuctem Y(t), y(t- a)

1.2.2. ):[eTepMHHPlCTPl‘-[KH, HEACTCPMUHUCTUYKH U CTOXACTUYKH CUCTEMHU
D.OeTEepPMUHNUCTUYKN U HefeTEepMUHUCT UYKMNU

Hedurumnmja ( 3a nerepMUHUCTHYKE cUcTeM). Cucmem Kaj K020 He NOCHOU Heu3gec-
HOCT 60 gapujabiume Ha CUCMEMOM U CE0JCMABMA ce HAPeKysd OemepMUHUCTIUYKU
cucmenm.

cnmcrTel
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Hedurunmja (3a HEACTEPMHUHUCTHIKU CUCTEM): JJunamuuku cucmem Koj 80 eOHAKEU
VCI08U 60 PA3HU CAYHAEBU PA3IUYHO Ce O0OHeCY8d ce HAPeKy8d HeOemeMUHUCMUYKU
cucmem.

Bo ACTCPMUHUCTUYIKHA CUCTEMU CC B6p0ijaaT CUTC CUCTCMH CO KOHCTAaHTHH
Koe(l)I/IHI/IeHTI/I WK ITOTIIOJIHO I[eCI)I/IHI/IpaHI/I IMPOMCHJIMBU TapaMETpH. MaremaTHUKHTe
MOJECJIN Ha OBUEC CUCTEMU CC NECTCPMHUHUCTUYKU, 6HHejKH JaBaaT ITOTIIOJIH OITMC Ha Ha
OJHCCYBAKLCTO HA TAKBUTE CHCTCMU. Kako INpuMEpPp Ha HEACTCPMHUHHUCTUYKU CUCTEM
MOXKE J1a C€ HAaBCAC MMPOU3BOACTBOTO HA IMOCIOKCH IIOI'OH, KOj 110 MpaBUJIO IPpU €THAKBU
YCJIOBU UMaA PA3JIMUCH KBAJIUTCT HA JTHEBHOTO IMPONU3BOJICTBO.

3) Croxactnuku cucremu. Jlepununuja (3a croxactnuku cucteM): CHCTEM Kaj KOTro Ha
MTOCIMHU BapHjabJid Ha CUCTEMOT WJIM CBOjCTBA HA CHCTEMOT Tpeba Ja UM Ce MPUIPYKU
ojpejieHa Mepa Ha BEpOjaTHOCT, Kako OM ce OIpeHiIo OJHECYBAHETO Ha CUCTEMOT, Ce
HapeKyBaaT CTOXACTHYKH CHCTEMH.

Bo MHOry ciyyaeBH, paTypameTo (Iuclep3djata) Ha U3JIC3HUTE BEIMYHMHH HA
HEJICTEPMUHUCTUYKUOT CHCTEM Ce MOTYMHYBA HA CTATHCTHUYKHTE 3aKOHH. CHCTeMHTE
Kaj KoW TIpH ompejieiieHa nobyaa (Bje3Ha BeNMYHHA) H3JIe3HATa BETMIWHA UMa CIydacH
KapakTep CO HeKkoja pacmpezaenda (IuctpuOylMja) Ha BEpOjaTHOCT, CE€ HapeKyBaaT
cmoxacmuuku cucmemu. MaTeMaTHYKUTE MOJIENN HA TAKBUTE CUCTEMH CE CTOXACTHUKH
Mozenu, OUJejki O3UBUTE HA TAKBUTE MOENIM COZAPXKAT CIIydajHA KOMIIOHEHTa Koja €
JnebuHUpaHa BO HEKOj MPOCTOP HA BEPOJaTHOCT. [IpaKkTHYKH CHTE PEalHH CHCTEMH
MMaaT CTOXaCTUYKH KapakKTep, IITO € TOoCIe1lla Ha MHOTY IPUYMHK KOH ja YCIIOBYBaaT
NpoMeHaTa Ha MapaMeTpuTe Ha IMOEJAWHH EIIEMEHTH Ha chcTeMOT. Bo rojem Opoj Ha
TEXHUYKU CHUCTEMH IIpOMEHATa Ha MapaMeTpuTe € 3aHeMapiuBa, Taka IITO THE ce
pasrienyBaar Kakao JIeTepMHHUCTUYN CUCTEMH.

1.2.3. /luHeapHM U HeJIMHEAPHH CHCTEMU

1). JIuneapuu cucTeMu

Cocroj0ata Ha IUHAMHYUTE CHCTEMH MOXKE J1a Ce OIHMILIE CO MPHUKIaIeH MaTe-
MaTH4YKH Mozell. BoonmTo 3aBUCHOCTa Ha BIE3HUTE U M3JIE3HUT T'OJIEMUHU HA CUCTEMOT
MOXE J1a Ce TpUKakaT co paBeHKaTa 1.2.1, om kame cimenaud maka pe3yiaTaToT Ha
JeTyBaleTO Ha JIMHEAPHHOT OllepaTop Ha OWII0 Koja JIMHeapHa KOMOWHAIMja Ha
pasrienyBaHuTe (YHKINHM €JHAKOB € Ha JIMHeapHaTa KOMOHMHAIMja Ha Pe3yJITaTHTE Ha
JelTyBame Ha OMepaTopoT Ha ceKoja pyHKIHja 3aceOHO, ITO aMTeMaTHIKA MOXKE J1a ce
W3pa3u Ha CJIEIHUOB HAUUH:

Sa w()=a Su(t)
K K

Jau(t)]=aqu(t)] xaze a =consi.

JMHAMUYKHOT CHCTEM MOXe Ja ce KilacH(pHUIUpa NPeKy OO3UBOT Ha CHCTEMOT
Ha o0y/a TIpH Mpa3HU CIIPEMHUIN Ha eHeprija (HyITH TOYETHH YCIIOBH). 3a IMHEApHH
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CHCTEMH HEOMXOIHO € Jia BPEIM JIMHEAPHOCT Ha OJ3MBOT BO OJHOC Ha moOyxara. 3a
nekoja gpynkimja T (X) Benume siexa e uHEapHa ako MOCEIyBa JIBa CBOJCTBA:

1. aoumuenocm:
F(x +X)=T(x)+ f(X) 3acure X u X, Bo nomeHor Ha pynkumjata f (X),
2. XomMo2eHoCcm:!

f (ax) = af (X) 3a cure X Bo nomenor Ha ¢-mmjata f (X) kako m 3a cute ckanapu 4 .

AnnTuBHOCTA MOAPa30Mpa JAeka JIMHEAPHHOT CHCTeM MoOyneH co Up +U, ke

Jajie OI3MB KOjIITO € exHaKoB Ha Y + VYo, kane ce Yq = Juy(t)] u vy, = Ju,(t)] .
Tlokpaj Toa JMHEAPHHOT CHCTEM MOpA J1a TO 3aJpKu (aKTOpPOT Ha TPOINOPIUOHAIHOCT
((paxTOpOT HA CKATMPAEHE), IIITO 3HAYH JICKa OJ]3UBOT HA TMHEAPHUOT CHCTEM Ha & TaTH
ckanupana nodysa ke Guie UCTo Taka & MaTh cKanupax, T.e. ako € Y = Ju(t)], toram

OI3MBOT HAa JIMHEApHMOT CHCTeM Ha & MaTH CKalupaHa moOyma ke Oune
Jau®)]=aqu®)]=ay().

Hedunnimja (3a nTuHEapeH cucTeM): JIuneapHuom cucmem 2u 3a00601y6d C80jCMeama
HA aOUMUBHOCHL U XOMOEHOCT.

JluHeapHUTE CHCTEMH CE€ OIHIIYBAAT CO JIMHeapHH Au(epeHIInjaTHi Wi qude-
PEHIIHU paBEHKH CO BPEMEHCKH NpOoMeHIrBHY napametrpu — Buau (1.2.5) u (1.2.6) umu co
BpPEMEHCKM KOHCTaHTHH mapamerpu — Buau (1.2.7) u (1.2.8).

Mpumep 1.2.1. Jluneapen epemenciku npomennus cucmem - LTV - cucmem (LTV =
Linear Time Variant):

Bre3Ho-n3/1e3HHOT OMHUC Ha CHCTEMOT € 3aJaJieH co JInHeapHa AudepeHIrjaaHa
paBeHka:

d'y(t) _ dlu(t)
Iaoa() o JaO () ———= a0

3a koHKpeTeH ciydaj: N=2, 1 =1, &, =1, & =[sin2t|,a, =5, by =4, =10xke Gune:

d2y(t) ., . .. dyt) _ ,dut)
?+|sm2t|w+5y(t)—4w+1m(t)

Hpumep 1.2.2. Jluneapen epemencku nenpomennus cucmem - LTI - cucmem (LTI =
Linear Time Invariant):

BJ1e3HO-U3JIE3HUOT OMKC HA CUCTEMOT € 33a/IaJIeH CO JIMHeapHa Au(epeHIrjaTHa
paBeHKa:

vody) 4, dlu)
,aoa' dt ,ao dt
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3a koHKpeTeH ciydaj: N=2, 1 =1, &, =1, & =208, =5, b, =4, =10ke Guze:

2
AV, 20D L 5y =499 4 10y)
dt dt dt

Cute napaMeTpu Ha JIMHCAPHUOT CUCTEM CC KOHCTAHTHU (BpeMeHCKI/I HEMpo-
MEHJIMBH) TIa CUCTEMOT € JIMHeapeH 1 Bpemencku Henpomennus (LTI) .

2). HesimHeapH cucteMHu

Hedununmja (3a HeTMHEAPHU CUCTEMH): Henuneapuume cucmemu ce cume oHue cucme-
MU 30 KOU NPUHYUNOM HA CYREPROZUYUJA U/UNU CBOJCIMBOMO HA XOMO2EHOCH He 8Pe0am.
Toa ce cucmemu Kaj KOU OUHAMUYKOMO OOHECYBArbE He MOdice 0a ce Onuuie CO TUHeapet
onepamop.

Primer 1.2.3. Nelinearen sistem se opi{uva so nelinearna diferencijalna
ravenka.

8 A0 al""dy“)i +agy( =k 20

— 2 .y
Mpumep 1.2.4. Cucremor onuman co pasenkara Y(t) =u(t) me e nuneapen Gunejku
HE IO 3a/I0BOJIyBa CBOjCTBOTO Ha AOUMUEHOCT W CBOJCTBOTO HA XOMO2EHOCHI.

Aoumusnocm: Y(t) = [ty (t) + Uy ()]? =UF (1) + 2 (U (1) +U3 (1) , UE () +U5(E)
Xomozenoem:  Y(t) =[au(t)]® =a?u?(t) , au?(t)

3a pasirka Off JIMHEaPHUTE CUCTEMH, 33 HEIMHCAPHUTE CUCTEMH He ¢ pa3pabo-
TEHa OIIITa TEOpHja 3a pelllaBamke Ha HelMnHeapHu AudepeHIrjaTHi PaBeHKH, 1a JAWHa-
MHYKaTa aHAJIN3a Ha OBHE CHCTEMH CE CIIPOBEYBa CO Pa3HHU IPUONIIKHI HOCTAIIKH.

1.2.4. CucteMn cO KOHLIEHTPUPAHHU U pacnpeeleHH MapaMeTpu

1). CucTtTemMum CcO pacmpaageneHn napameTpwu
6eCcCKOHeEeYHO /HWMEMIECUTOEH a

Hebunnimja. Cucmemu co pacnpedenenu napamempu ce CUCmeMu Kaj Kou napamem-
pume He ce KOHYeHMPUPaHu.

Ou3NKaIHUTE KAPAKTEPUCTUKH HA HMHAUBHIYaJTHUTE KOMIIOHCHTH Kaj OBHE
CHCTEMH Ce paclpeeeHH 0 OIaIeYeHOCT, TIOBPIIMHA MM BOJIYMEH M CE ONMUIIYBaaT
co (pyHKIMOHATHA OJHOCH. MaTeMaTHYKHOT ONMC HAa TAKBHTE CHCTEMH € MOXEH CO
TapuyjarHu UG epeHINjaTHA PABCHKH.
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2) . C 1 C TKEOMIN, eCHOT pllapam T mun
KOHEeYHO AUMMEeH3WmMMoOHAa/IHN CcucrTe

Hedunnmmja. Cucmemu co pacnpedeienu napamempu ce cucmemu Kaj Kou napamem-
pume ce KOHYeHMPUPanu.

3a mapaMeTpuTe BelUMeE JeKa ce KOHIEHTPUPAHU KOra € MOKHO CHUCTEMOT Jia
ce HaOJpyAyBa Kako Jja € COCTaBeH Of MAealu3paHu KOMIOHEHTH. KoHIeHTpupame e
IpOIIEC Ha O/IBOjyBam-€¢ Ha MEIIaHUTe IPHJOHECH Ha OWIO KOja pealHa KOMIIOHEHTa, Te
3eMame BO paslefyBame CaMO Ha ujeanu3upaHure npupoHecu. Cropex Toa, co
KOHLICHTPUPAE CUCTEMOT C€ PasriiealyBa Kakao MHOXKECTBO Ha (PYHKIIMH BU JAUCKPETHU
Touku. Cekoja TOUKa Ha CUCTEMOT jaCHO TH 3pa3yBa CBOjCTBAaTa HA CUCTEMOT OKOJy Taa
TOYKa, OJHOCHO CBOjCTBAaTa OKOJY OAPEJEHa TOYKAa C€ KOHIEHTPUPAHU BO Taa TOUKa.
JuHamMuKaTa Ha CHCTEMOT CO KOHIIGHTPYpPaHH IMapaMeTpy ce ONHIIyBa CO OOWYHH
mudepeHnrjaHu paBeHKH (Mau Au(epeHITHE PABEHKH) CO KOHCTAHTHH KOS(UIIMEHTH.

1.2.5. KoHTHHYMpaHU ¥ JMCKPETHU CHCTEMH
1). KoHTHHYHpaHH CHCTEMH

Hedunnimja: KoHTHHYHMpaHH CHCTEMHM CE€ CHCTEMH Kaj KOM HHBHUTE Bapujabiu ce
MEHyBaaT KOHTHHYHPaHO CO BpeMeTo. MaTeMaTHYKHOT OIHC Ha TaKBUTE CHUCTEMH €
MOKEH cO Au(epeHINjaTHH PABEHKH.

2). luckpeTHU cUCTEeMH

Hebunuimja: JIMCKpeTHN CHCTEMH ce CUCTEMH KOHM C€ MEHYBaaT I Ce ClielaT CaMo BO
JWUCKPETHH MOMEHTH Ha BpeMmeTo. JIMCKpETHHTE CHCTEMH C€ CHCTeMH Kaj KOU €
W3BpLICHA AUCKpETH3allja HAa CHIHAIUTE (II0 BPEMETO, HUBUTO, WM II0 HEKOja Apyra
KapakTepucTuka). OBHe CHCTEMH MOXKE J1a C€ OIMIIAT CO AU(EPEHIHH PaBEHKH.

YoBeKOT BPIIX pa3HU aKTUBHOCTH BO IUCKPETEH HA4MH Ha paboTa. Toj Ha npuMep He Ou
MOXeJ J1a BO3U aBTOMOOWII J]a He BPILIH JUCKPETH3allkja Ha CUTHAIUTE OKOIly ce0e BO
TEKOT Ha BO3EHETO. Pagap U coHap ce AMCKpeTHH ypeau Kou paboTaT Ha NPUHLIMUIIOT Ha
EMHUTHPakE Ha eJIEKTPOMAarHeTHU (pap) WIH 3BYYHH (COHAp) CHTHAIU U IOCIE HEKOoe
BpeMe IpHMame Ha IMOBPETHHOT CHTHal of 00jekToT. Tue paboTaT BO AWUCKPETHH
BPEMEHCKU MHTEpPBaJH [1a HE C& KOHTHHYaIHH CUCTEMHU.

1.2.6. CxajiapHu ¥ MyJTHBapHjaOUJIHU CHCTEMU
1). CkanapHu cucteMu

Hedununmja: Cucmem Kojuumo uma camo eOeH 6le3 U CamMo ede Uu3ie3 ce Hapexyed
CKalnapeH cuncrtemmM

CKpaTeHO CKAlAPHUTE CUCTEMH, I CHCTEMHTE CO EJIEH BIIE3 U €JIEH M3JIe3 Ce
mapekyBaat SISO cucremu mrro mpoara ox anrmckuor jasuk (SISO = Single Input Sin-
gle Output systems).
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2). Multivarijabilni sistemi

Hedurummja: CucteMuTe KOM UMaaT IMOBEKE O €ICH BIIC3CH W/WJIH U3JIC3CH CUCTHAI Ce
HapeKkyBaaTr MY /1T U B @ P UymanbovB/eHKie B € eueteMm. H C K U

CkpaTeHO MYyNTHUBAPUjaOHIHUTE CUCTEMH, WIIH CHCTEMHUTE CO MOBEKE BJIC30BH
n/vm u3nesu ce HapekyBaat MIMO cucremu mto noara o aHrTHCKHOT jasuk (MIMO
= Multi Input Multi Output systems).

1.2.7. Cuctemu co MeMopHja U cUCTEMH 0e3 MeMopHja
1). Cucrem 6e3 memopuja

JHepunnnmja: 3a cucmem senume Oexa e 6e3 memopuja axo nezosuom oosus (Y) 3a

cexoja nesasucna éapujabna t sasucu camo 00 nodyoama (U) 6o moj ucm momenm na
epememo.

Taka Ha npumep, Y(t;) 3aBucu camo ox U(ty) , a e ox Hekoja apyra Bpextoct U(t;)

[Mpumep 1.2.9. Kako npumMep Ha cucteM 0e3 MeMOpHja MOXKeE JIa TIOCITY)KH €JIEKTPUIHO
KOJIO CO OTHOpHUK Kako motpomyBad Ci.l1.2.4. Bo cucremor moOynara BO HEMO]
MoMeHT t ja renepupa crpyen ussop U(t) =i(t), moneka oa3MBOT € JaneH CO HAIOHOT

na ornoprnkor Y(t) = RA(t) Bo Toj Her MomenT Ha Bpemero t .

i_{t? — A AN —

w0 (4) b un () ANC

Cn.1.2.4. Cucrem 0e3 memopuja Cn. 1.2.5. Cucrem co memopuja (RC ko)
2). Cuctemu co MeMopHja

3a cucrteM Koj mTO He € 06e3 MEMOpHja BEINME JlaKa € cucmem co MemMopujd.
Toa ce cuctemu Kon mMaat 6apeM €IHO CKIATUINTE (CIIPEMHNK), U TTOBEKE CKITAIHIII-
Ta Ha eHepruja. Kaj TakBuTe cCHCTEMHU OJ3HMBOT 3aBUCH O]l MOOyJaTa O IMOYETOKOT Ha
JICTTYBAETO IO MOMEHTOT BO KOJIITO c€ HaOJby/yBa ON3UBOT. MaTeMaTH4YKU TOA MOXE
Jla Ce U3pa3y Ha CIIEHUOT HAYMH:

y(t) = f(t,x,u) 3anosmarn X(0) =Xy u U(t) " £1 [ty,t],
KajJie ce Xy IMOYETHH W3HOCH Ha eHeprujarta (Bapujabnu Ha cocrojda), U(f) e mosnara

noOyaa Ha CHCTEMOT Of IOYETOKOT Ha HabipymyBame iy 10 MomeHToT tBO KoOjmITO CE

6apa omsusor Y(t).
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[Mpumep.1.2.10. Kako npuMep Ha CHCTEMOT KOJIITO MMa MEMOpHja MOXE Jia ITOCITYXH
enextpuano RCkono maneno na Cn.1.2.5. Osze crpyjara i(t) e mo6Gyna na cucremor,
a HAIOHOT Ha KOH/IEH3aTOPOT € OJI3UB JaJIeH CO U3Pa3oT:

t
y(t) =u.(t) = é f(t)dr (1.2.10)

3). CucTemMHu €O eleH CPeMHHUK Ha eHepruja (co eleH MEMOPHCKH eJIEMEHT)

Cucmem co eOen cnpeMHUK HA eHepauja € CHCTEM KOj IITO MOXe MOXKE J[a 4yBa
€HEpPrUja caMo BO €I€H CIPEMHHUK Ha eHepruja. TakBuTe CHCTEMH HE MOXE Ja UMaar
ocrunanui. HUBHHOT of3MB Ha cTen (CKOKOBMTA) MoOyaa CIMYEH € Ha HAMOHOT Ha
KOHJIEH3aTOPOT TPH MOJHEHETO HA KOHIEH3aTOPOT (eIHOKAAMTHBEH chucTeM — Single
capacitive systems), a ce kapakTepu3Hpa CO MOYETHUOT HAKJIOH Ha HA OJ3MBOT KOJIITO €
pasiHyeH oj HyJIa.

4). CucreMu co NMoBeKe CIPEMHHUIU HA eHepruja (co noBeKxe MEMOPUCKH eJIeMEHTH)

Toa ce cHCTEMH KOM MITO MOXAaT Ja CKIaJupaar €Hepruja BO MOBEKe
CIIPEMHUIIK Ha eHepruja (MoBeke KamanuTuBHU cucteMu - Multicapacitive systems).Kaj
ovie sistemi odzivot nHa crem mobyma se razlikuva om om3uBOT Ha CHCTEMHUTE CO
€lIeH CIIPEMHHUK Ha €HeprHja Mo Toa MITO Kaj HUB 00MYHO MOYETHUOT HAKJIIOH Ha KpHBaTa
OJI3UBOT €JJHAKOB € Ha HYJIa, IITO KaKoa MOCIeInIia MMa MojaBa Ha TOYKa Ha HHQIIEKCH]a
HeKaJie Ha KpHUBaTa Ha OA3MBOT. VCTO Taka Kaj OBHE CHCTEMH MOXE [Ja Ce€ IojaBatr
OCLIMJIAIIMM  KaKao M3pa3 Ha IUIeNieBale HA E€Heprujatra oj eleH BO JpPYr WIN JIPYrd
CIPEMHUIIY Ha eHepruja.

1.2.8. Kay3anHu U Hekay3aJaHHM CHCTEMU
1) KaysanHu cucrtemmMmu

Kayzannu cucmemu ce CUCTEMH Kaj KOU TIOCTOU NPUHUHCKO-HOCAEOUYHA BPCKA.
Toa ce cucreMu Kaj Kou mocimenuiara (OA3MBOT Y) jgoafa Kako pe3yaraT Ha

IPETXOAHOTO JeyBarbe Ha npuunHara (modymgara U):

y(t) =f(u); " u),tet.

Kaj oBue cucremu mocneaumata He MOXKe 1a ce TI0jaBH Ipe IpUYNHATa Koja ja
TeHepHupa, I1a OBHE CUCTEMH CE HApEeKyBaaT U anmuyunamusHu, Ouuejkn He MOXKaT Ja ja
aHTHIUIHpaat (mpeanBaaT) unHuHata. KaysamHocra Morke na Ouze mpopoaHa U Aoxe-
neHa. IloBekero cuCTeMHM KOM T'M CpeTHyBaMe BO IpakTHKaTa HMaaT HpPHPOIHA
Kay3aJHOCT OH/ejKM Kaj HUB (DU3MKAlHATA MPHUPOJA € TaKBa INTO OJAHOCOT TOMEry
Bapujabnute e kay3ameH. Kakao mobap mpumep MoXe Oa TOCITYKH KOHAEH3aTop (Co
3aHEMapiNB OTIOp). AKO TaKOB KOHAEH3aTOp (KOJIITO BO MOYETOKOT HE ¢ HaOWMeH)
MOMEHTHO c€ NPHUKIYYH Ha WICANeH HAIIOHCKUH3BOpP (CO 3aHEMAapiiMB BHATpPELICH
OTITIOp), PE3YNITATOT HAjBEPOjaTHO Ke OMie yHUIITYyBamke Ha KoHxeH3aTopoT Ci.1.6.

Hanme, KoHmeH3aTOpOT KapaKTepu3upa NpHPOAHA Kay3alHOCT Koja Oapa
moOynara ma My 6une crpyja a He HarmoH. Co BrpaayBame Ha orrnopHuK (Ci1.1.2.60)) koj
KaKao CTaTHYKH eJIEMEHT MMa PeBEp3UOIIIHA Kay3aJIHOCT, KOHJEH3aTOPOT Kakao modyna
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4e nobue crpyja. Hamme, HaMmoHOT kakao moOyaa Ha OTIOPHUKOT PE3yNTHPa Kaj HEero co
0/I3B — CTpYyja. AKO CHCTEMOT Ce IpaJy OJ] Pa3IMYHH JMHAMUYKH KOMIIOHEHTH, Teba aa
ce BOIY CMETKa Kakao THe MelyceOHO ce MOBp3yBaaT Jia He OW JOILIO 10 KOHMIUKT Ha
Kay3anHocta [2].

-0 R

u(t) C) B ult) C) sy

a) 0)

Cn.1.2.6. a) Habujame Ha KOH/IEH3aTOP CO HAMIOHCKU M3BOP — KOH(MIIMKT Ha Kay3aJIHOCTa
©0) KOJIO CO BIpajieH CTATUYKH €JIEMEHT - OTHOPHUK KOU HMa PEeBep3MOMIHA Kay3aIHOCT

2). Nekauzalni sistemi

Hexkay3anHu cuCTeMH ce CHCTEMH Kaj KOW Hocieunara (0OI3UBOT Y ) € MOXKHA

npes npuunHaTa (nodynara U) koja ja reHepupa.
y(t) = f(u); " u®),t> 4

OBHeE CHCTEMH CE aHTUIMIIATUBHU CUCTEMH OMJIEjKH UMAaT CIIOCOOHOCT J1a aHTUIIUIIH-
paar (1a ja npeABHUAAT) WIHHHATA.

Bo npumeport co koraen3zatopot (Bunu Ci.1.2.6a) Hy)KHO € Ja ce MPETIIOCTaBU JIeKa
IIOCTOU OTIIOp Ha KOHIAECH3ATOPOT M JOBOAHUTE KULM. JJOKONIKY Taa MpETIOCTaBKa HE €
3aJI0BOJIEHa, CHCTEMOT € HekaysaneH. Hawmme, 3a monHeme Ha KOHAEH3aTOPOT BO TOj
ciydaj motpebeH HU € W3BOp CO OecKOoHewYHa eHepruja, oumejku on paserkata (1.2.10)
CIIeIH:

o _ (D)
I(t)_CT

Kaxko e
du(®) _ iy et +00)- UV g
— =7 = Im N
dt - 08 Dt 4

O]l BaKkBaTa JiepUHUIIN]a Ha U3BOJOT (AepuBalMjaTa) Ha (YHKIIM]ja MPOU3JIEryBa JeKa 3a
npecMeTKa Ha W3BOAOT Ha HANlOHOT BO MOMEHTOT t Hy)XKHO € IO3HaBame Ha U3HOCOT Ha

HAIoHOT BO UAHMHA U, (t+Dt), a Toa pusMKaHO HE €H MOXKHO, Ia O TaMy CJeJU JeKa

W3BOAOT HE MOXe Ja ce peann3upa. Ho Mmak, MIETHH IEpUBATOPH C€ KOPUCTAT BO
npaktukaTa. Taka Hamp. TaxoMmeTap Kojiuto ja Mepu OpsuHata Ha Bprexku (W) ma
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OCOBMHATa Ha MOTOPOT Ha KOja € MPUKJIYYEH 3a aroyioT Ha OTKJIOH Ha ocosuHara ({) ja
nMa CclleHaBa pesaryja

V\,(t)=%.

OBa e MOXHO 3aT0a XTO (PM3UKAIHAOT OTHOC Ha OBHE JIBE BEIMYMHH € JaJeH
co u3Box (mepuBanmja). Cropen Toa, Mako HWJEalHU [EpUBATOPH HE MOXE Ja ce
n3rpajaT, MocTojaT ypear KOW HHU JIaBaaT TaKBH OJHOCH Ha BapwjalbiuTe.

Hekay3anuu cucteMu koW Ou paboTene BO peasHO BpeMe He € MOXKHO Ja ce
M3TPAJIAT Ma 3aT0a CUTe (PU3MKAITHUA CHCTEMH Kaj KOW He3aBHCHATa BapHujabia e BpeMe —
ce Kay3aJHH. Mefyroa, MOCTOjaT HEKay3aJHH CHCTEMH KOM He MOpaaT J1a paboTaT BO
peanHo BpeMe WM KOW He Ce 3aBHUCHH Ol BpeMeTo. Taka Ha mp. MpH JWTHUTANHATA
00paboTka Ha CIWKa HE3aBHCHATa Bapujabia He ¢ BpeMe, ma o0paboTKaTa Ha TaKBH
“HpOPMAIIUU MOXKE Ja Ouje Hekay3aiHa. Jlypu M Kaj CHCTEMHUTE Kaj KOH BPEMETO €
HE3aBHCHA BapHjabia MOXHO € Jla Ce M3rpajaT HeKay3ajlHH CHCTeMH 3a 0OpaboTka Ha
uHbopManuu. HamMe, MOXHO € MPETXOAHO COOpaHM MOJATONH OJ BJIC30BHUTE U
U3JIe3UTEe HAa HEKOj (PM3MKAJICH CHCTeM (HAMpUMep T'eOJIOIIKH MOJATOIH O UCTPAIIHH
paboTi Ha HEeKoe MOTEHIMjaJHO HAaTHO MoJie) HAaKHAJHO J1a ce 00paboTyBaaT BO THP.
,,0ff-line* pexxum, a Toa 3HAYM HE3ABMCHO O]l CTBAPHOTO BpPEME BO KOE MOAATOLIUTE CE
3amunryBand. Ha BakoB HauWH Ha paboTa MOXHO € Jia ce T00HjaT HEKOU HOBHU MOJIATOIH
3a aHanM3a KOWM HMHAKy He OM Moxene Ja ce Jo0HMjaT aKko IOoJaToluTe Ou ce
obpabotryBane Bo peanHo Bpeme. OBHE NpUMEpH MOKa)KyBaaT Jieka M HEKay3aJHUTE
cUCTEMH MOXe Jia OMaat ocoO0eHO KOPHCHH, HO Mpu o0paboTkaTa Ha MH(OpPMALUK BO
peasHo BpeMe Kay3aJHOCTa HHU MPETCTaByBa OUTHA MPETIIOCTABKA.
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1.3. Curnanau — BpeMeHCKH (PYyHKIHH

Bapujabmute Ha cuCTeMOT Kako ()YHKI[Mja Ha BPEMETO YECTO BO HMHIXKE-
HepcKaTa JUTepaTypa Ce HapeKyBaaT CUTHaIH. BO CHCTEMOT peneBaHTHHUTE
Bapujabau HocaT MH(OPMAIMU 3a IMPOLECUTE BO cHucTeMoT.Bapujabnure BO
(PM3MKATHUOT CUCTEM c€ (PU3UKAJHM BEIMYMHU KaKO INTO C€ HAIOH, CTpYja,
MPUTHCOK, 3a0p3yBambe, UTH.

Vremensku funkciju ili signal oznatavamo malim slovima u, v, X, y. S u(t)
oznacavamo trenutnu vrijednost funkcije u u trenutku t. Smatra se, ako nije posebno
oznaceno, da se t proteze preko svih realnih vrijednosti, odnosno preko cijele vremenske
osit R (t pripada skupu realnih brojeva). Ako su vrijednosti t ogranicene na podskup
T R vremenske osi, tada moZemo pisati t T, (t pripada skupu T). Domena signala je
dakle podskup ili skup realnih brojeva. Kodomena signala je skup U, koji zovemo
podrucje amplituda ili trenutnih vrijednosti signala A{u(t)} = U, u(t) U. Signal u je
definiran kao funkcija u:T—U, dakle kao skup parova vrijednosti

u={(t,ut))|ti T} (1.3.1)

Ako vremensku funkciju predo¢imo graficki kao krivulju iznad vremenske osi
onda je signal u cijeli graf koji se proteze preko T = (ty, t,).

| .
(RN

I t

A

(1)

Cn.1.3.1.

Signal je skup parova {(t, u(t)} za sve vrijednosti t koji pripadaju skupu T ili za sve
tuT.

Skup svih signala s osi T i podru¢jem amplituda U moze se oznaditi s U.
U= {u: T-U}. (1.3.2)

U tom slu¢aju u se moze smatrati varijablom ¢ije podrucje ¢ini klasu ili skup
vremenskih funkcija kojem u pripada, u  U.

Moramo razlikovati podrug¢je od u(t) tj. / [u(t)] od podru¢ja u tj. R [u]. Prvi je
skup brojeva, dok je drugi skup vremenskih funkcija, pa se razli¢ito i oznacavaju.

R[u®]=UiR[u]= U
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Pretpostavimo da jet (t3, tp) i da |u(t)|<l t (t, t;) znaci ogranicenje trenutnih
vrijednosti.
tp
S druge strane pretpostavka da u tom intervalu vrijedi pju(t) |dt<2 postavlja
t
ogranic¢enje na funkciju u.

U prvom sluéaju Au(t)] = U R, dok je R[u]=U skup svih funkcija koje
zadovoljavaju prvo i drugo ogranicenje.

Cijela funkcija oznacava se s u, u(v) ili {u(t)}, dok je u(t) njena vrijednost u
trenutku t.

Da bi se oznac¢io segment ili odsjecak funkcije u intervalu (to,t;)) cesto se
upotrebljava oznaka Uy, v )

Uttty ={(tUM) LT (to, 1)} (1.33)

Interval (to, t;) Se naziva intervalom promatranja. On moze biti otvoren (to, ty),
zatvoren [to, t1] i poluotvoren (to, t1], [to, t1). Na primjer, zadajmo vremenski signal s osi
T =[0,0) i podru¢jem U R, gdje broj iz T interpretiramo kao broj sekundi, a broj iz U
kao broj jedinica trenutnih vrijednosti signala (Volti, Newtona, metara u sekundi).

U gornjem primjeru os signala T moze je iz neprebrojivog skupa R, pa je os
signala neprekinuta ili kontinuirana. Signali s takvom vremenskom osi se nhazivaju
vremenski neprekinuti ili vremenski kontinuirani signali.

Kada je os signala T iz prebrojivog skupa trenutaka {to, t;, to, ..., t}, kazemo da je
os signala diskretna. VVremenski signal cija je os T prebrojiv skup vremenskih trenutaka
T ={to, t;, ...} naziva se vremenski diskretan signal.

Y
Q o
f t t3 ta t5 T
S1.1.3.2.

Vremenski trenuci t, se mogu poredati u rastu¢i niz te<t;<t,<.... Uveli smo
indeksaciju elemenata skupa T, ty T, §to znaéi da smo vremenske trenutke pridruzili
skupu cijelih brojeva . Niz vremenskih trenutaka mozemo dakle predstaviti funkcijom
t:Z—R, gdje je tx ili t(k) vrijednost (niza) t na cijelom broju k  Z, koji se zove indeks ili
korak niza.

t={(k,tk)|ki K}, kKiz
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Nizovi se oznacavajus ..., t_y, to, tg, tp, ..., ili s {t()} k ,ili {t}, k Z, gdje su ty
trenutci za koje je signal definiran. Niz trenutaka {tJk K} je funkcija t:ZY T indeksa k
§to nam omogucuje da trenutke ne pratimo preko njihove stvarne velicine (broja
sekundi) nego preko njihovog rednog broja ili koraka k, ako je funkcija, odnosno njena
tablica poznata.

Buduc¢i da vrijeme neprestano raste niz {t,} se uzima kao strogo rastuci, tj. onaj za
koji vrijedi:

k>J- t.>t;
Najjednostavniji i ujedno u primjenama najvazniji je aritmeticki niz.
t={ty,to +T,tg +2T,...} ili

(1.3.3a)
t={0,T,2T,..}=2,(T),

gdje je T konstanta (kvant vremena) pa vrijedi:
t, =Tk ki Z
Diskretizacija vremena je ovdje jednolika.

F

Ll

T 2T 3T 4T

SI1.1.3.3

Ako je vremenska os signala kontinuiranog i diskretnog sadrzana u konacnom
intervalu, govorimo o konac¢noj vremenskoj osi.

T=[to,t, ] ER ili K =[ky,k]EZ
Polubeskonacéna vremenska os, omedena slijeva:
T=[ty,e]ERili K=[ky,o]EZ

se naziva "desna" polubeskonacna vremenska os i obratno.

O|I{] 0|ts

SI1.1.3.3.
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Beskonaéna vremenska os nije omedena
T=(- gr)=Rili K=(- ga)=Z

Kad je podrucje amplituda signala U R neprebrojiv podskup skupa realnih

brojeva R, tada je podruc¢je amplituda signala neprekinuto ili kontinuirano. Signali s
takvim podru¢jem nazivaju se nekvantiziranim ili analognim.

Kad je podru¢je amplituda signala iz prebrojivog skupa U = {uy, Uy, ..., Un}
kazemo da je podrucje signala diskretno. To je prebrojiv skup mogu¢ih amplituda ili
trenutnih vrijednosti signala.

U={.,u,Uq,UyU,U,...}

Indeksacijom elemenata u, U skupa U mi smo amplitude signala pridruzili skupu
cijelih brojeva Z. Niz amplitudnih nivoa mozemo dakle predstaviti funkcijom

u:Z- U

gdje je u, moguca vrijednost amplitude oznacena cijelim brojem n Z, koji se zove
indeks ili korak amplitude. Niz mogucih amplituda je funkcija indeksa

u:{ujni N}, NI Z (1.3b)

te omogucuje da amplitude vise ne pratimo preko njihove stvarne veli¢ine un nego preko
rednog broja nivoa n, naravno, ako znamo vezu izmedu amplitudnog nivoa i njegovog
rednog broja n.

Zbog jednoznaéne i jednostavne veze izmedu amplitudnih nivoa i broja (indeksa) n
upotrebljava se strogo rastuci niz u za koji vrijedi

n>v- u,>u,.
Najjednostavniji i ujedno u primjenama najvazniji niz je aritmeticki niz

u={...,- 2Q+a,, - Q+a,, a,, Q+a,,...}, ili

(1.3.4)
u={...,-2Q,-Q,00Q,..},
gdje je Q konstanta (kvant amplitude) ili kvantizacijski interval, pa vrijedi
u,=Qn ni z (1.3.5)
Signal s diskrethnim amplitudama ili trenutnim vrijednostima naziva se

kvantiziranim. Broj n oznafava amplitudu, pa se kvantizirani signal moze predstaviti
funkcijom u:T—N, tj.

u={(t,n)|ti T, ni N},

gdje je T. R kontinuirana vremenska os. Signal u nekim diskretnim trenucima ty skace
na neku od mogucih vrijednosti uy,, pa je bolje napisati

u={(t,n(t)) It T} .
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SI.1.35

Vazan slu¢aj je kad su trenuci ty aritmeticki niz
u={(k,n(k)) |kl K, ni N} .
Signal je kao na slici SI.1.3.6.

F 3

A T

4 40Q

330

2 2

0 —I . e >
0 T 2T 3T 4T ST6T 7T t
012345 6 7 k

SI.1.3.6.

Njemu je slican vremenski diskretan signal na sljedecoj slici . Ovdje imamo slucaj
vremenski diskretnog signala koji je kvantiziran.

e
—
p—

¥

L)
—
]
%]
e
[
=

SI.1.3.7.
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Iz poznavanja Q-a iz (1.3.4) koji je dan npr. brojem volta i T-a iz (1.3.3a) koji je
dan brojem sekundi, mozemo znati kakav je vremenski diskretni i amplitudno
kvantizirani signal predstavljen nizom

u={nk)}, ki KI Z,|ni N}, NI Z

Npr.u = {...7, 2, -1, 0, 3, =2,...}, uz Q = 0,0375V i T = 0,17us, trenutna
vrijednost kvantiziranog signala u trenutki KT iznosi n(k)v Q.

Pokazani vremenski diskretni i amplitudno diskretizirani signal sluzi kao model
kojim moZemo pratiti procese u digitalnim sklopovima. Daljnji primjer je financijsko
poslovanje gdje se racunanja s brojevima novcanih jedinica provode na kraju nekog
vremenskog intervala (dnevno, kvartalno...).
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1.4, TIpumepu Ha peasTHu CHCTeMH

------- HC € HaITMIIIaHO
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